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Résumé

Soit K C C compact et soit X le complément de K par rapport a la sphére de Riemann,
X :=Cx \ K. La capacité analytique de K, notée v(K), est définie par

Y(K) = sup{|f'(c0)| : f € O(X, D)},

ot O(X,Y) est 'ensemble des fonctions holomorphes de X vers Y et

f'(00) := lim 2(f(2) — f(o0))

Z—00

représente le coefficient de 1/z dans le développement de Laurent de f au voisinage du point

f(z):f(oo)—i-—f/(jo)—i-g—k...

La capacité analytique des sous-ensembles compacts du plan fut introduite par Ahlfors en 1947

o

dans le but d’étudier un probléme soulevé par Painlevé en 1888 demandant une caractérisation
géométrique des sous-ensembles compacts dits effacables. Le probléme de Painlevé se révéla
fort difficile et il fallut attendre plus d’un siécle avant d’en obtenir une solution satisfaisante,

grice aux travaux de Xavier Tolsa et plusieurs autres.

La présente thése de doctorat vise a étudier en détail la capacité analytique. Plus précisément,
dans la premiére partie de la thése, on développe une méthode efficace et rigoureuse pour
le calcul numérique de la capacité analytique. Cette méthode est d’autant plus intéressante
qu’il est extrémement difficile en pratique d’estimer la capacité analytique d’un ensemble com-
pact donné. On utilise ensuite cette méthode, implémentée sur ordinateur a I'aide du logiciel
MATLAB, pour étudier le célébre probléme de la sous-additivité de la capacité analytique.
Ce probléme réputé fort difficile fut énoncé en 1967 par Vitushkin et demeure encore & ce
jour sans réponse. Plusieurs expérimentations numériques de méme que certains des résultats
obtenus ménent a la formulation d’une conjecture qui, si démontrée, impliquerait que la ca-
pacité analytique est bel et bien sous-additive. Enfin, on démontre la conjecture dans un cas

particulier.

La seconde partie de la thése est dédiée a I’étude des fonctions d’Ahlfors, fonctions extrémales
pour le probléme de la capacité analytique. Plus précisément, on s’intéresse & un probléme

soulevé par Jeong et Taniguchi visant & déterminer les fonctions d’Ahlfors qui sont des fonctions

il



rationnelles. On donne une solution partielle au probléme, fournissant ainsi plusieurs nouveaux

exemples explicites de fonctions d’Ahlfors et de capacités analytiques.
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Notation

C

Coo :=CU {00}
D:={zeC:lz| <1}
T:={ze€C:|z| =1}
D(zg,7) :={2: |z — 20| <1}

D(z0,7) :={2z: ]z — 20| <1}
O(X,Y)

C*(X)

H*>(X)

A(X)

[flloo.2 = sup{[f(2)| : = € E}

Plan complexe

Sphére de Riemann

Disque unité ouvert

Cercle unité

Disque ouvert centré en zg € C de rayon r > 0
Disque fermé centré en zg € C de rayon r > 0
Fonctions holomorphes sur un domaine X & valeurs dans Y
Fonctions de classe C*° sur le domaine X
Fonctions holomorphes et bornées sur X
Fonctions continues sur X et holomorphes sur X
Norme supremum de f sur 'ensemble E.






Chapitre 1

Introduction

Soit K C C compact et soit X le complément de K par rapport a la sphére de Riemann,
X :=Cu \ K. La capacité analytique de K, notée y(K), est définie par

Y(K) = sup{|f'(c0)] : f € O(X, D)},

ot f'(00) = lim, 0 2(f(2) — f(00)) représente le coefficient de 1/z dans le développement

de Laurent de f au voisinage du point oo :

£(2) = f(o0) + 1)

as
+ 22 + ...

On peut montrer (voir le chapitre 2) que dans le cas ou v(K) > 0, il existe une unique fonction
f € O(X,D) avec f'(00) = v(K), appelée fonction d’Ahlfors pour K ou sur X.

La capacité analytique des sous-ensembles compacts du plan fut introduite par Ahlfors [1] en
1947, dans le but d’étudier un probléme di & Painlevé sur la caractérisation des singularités
enlevables des fonctions holomorphes bornées. Plus précisément, le probléme de Painlevé,
énoncé par ce dernier en 1888, vise & caractériser géométriquement les ensembles compacts
K dits effacables, c’est-a-dire ayant la propriété que toute fonction holomorphe et bornée sur
X est constante. Ahlfors observa que les compacts effacables K sont précisément ceux avec

v(K) =0, d’ou l'intérét d’étudier en détail les propriétés de la capacité analytique.

Bien qu’il fallut attendre plus de cent ans avant d’obtenir une solution satisfaisante au pro-
bléme de Painlevé grace aux travaux de David [8], Tolsa [44] et plusieurs autres, la théorie
de la capacité analytique connut un essor considérable lors du vingtiéme siécle. Mentionnons
entre autres les travaux du mathématicien russe Vitushkin [47], qui observa que la capacité
analytique joue un role fondamental dans la théorie de 'approximation rationnelle uniforme
des fonctions holomorphes. Le lecteur intéressé peut consulter [49] pour un survol détaillé des
applications de la capacité analytique a ce type de probléme. Comme autre application, men-
tionnons également les travaux de Murai [30], qui utilisa la capacité analytique en dynamique

des fluides pour étudier les champs de vitesse planaires induits par plusieurs obstacles.



La présente thése a pour but d’étudier en détail la capacité analytique. On présente d’abord
au chapitre 2 une description sommaire des résultats concernant le probléme de Painlevé, dans
le but de donner au lecteur un apercu de la principale motivation ayant mené & l'introduction
du concept de capacité analytique. On donne également la définition de cette derniére et on

décrit par la suite ses propriétés élémentaires.

La premiére partie de la thése porte sur une nouvelle méthode efficace pour le calcul numé-
rique de la capacité analytique. Plus précisément, on décrit une méthode basée sur un probléme
de minimisation quadratique permettant d’obtenir des bornes supérieures et inférieures rigou-
reuses pour la capacité analytique d’ensembles compacts bornés par un nombre fini de courbes
de Jordan disjointes de classe C'>° ou analytiques par morceaux. La méthode est efficace et
les bornes inférieures et supérieures obtenues peuvent étre arbitrairement proches les unes
des autres. Ceci est d’autant plus intéressant qu’il demeure extrémement difficile en pratique

d’estimer la capacité analytique d’un ensemble compact donné.

Le chapitre 3 est consacré aux différents préliminaires sur la capacité analytique de compacts
bornés par n courbes de Jordan disjointes. On y présente le théoréme d’Ahlfors qui stipule que
dans ce cas, la fonction d’Ahlfors f pour K est une application holomorphe propre de degré n
de X sur D qui s’étend & une fonction continue sur X, dont la restriction a chacune des courbes
frontiéres est un homéomorphisme sur le cercle unité T. On introduit également, dans le cas ou
chacune des courbes frontiéres de K est analytique, une fonction intimement liée & la capacité
analytique portant le nom de fonction de Garabedian pour K. Enfin, on énonce et démontre
des résultats sur le comportement des fonctions d’Ahlfors et de Garabedian sous application
conforme. Ceci permet entre autres d’obtenir une définition de la fonction de Garabedian pour
un ensemble compact borné par des courbes suffisamment réguliéres mais pas nécessairement

analytiques, comme par exemple de classe C°.

Le chapitre 4, quant & lui, porte sur deux nouveaux estimés pour la capacité analytique sur
lesquels reposent notre méthode pour le calcul numérique de cette derniére. Plus précisément,
on démontre d’abord, en utilisant les propriétés de la fonction de Garabedian et de la fonction
d’Ahlfors, que la capacité analytique d’un compact borné par un nombre fini de courbes de
Jordan disjointes de classe C*° peut s’écrire a la fois comme minimum et comme maximum de
certaines quantités faisant intervenir la norme L? sur la frontiére de K. De plus, on identifie
précisément les fonctions extrémales. Le reste du chapitre est consacré & la généralisation de
ces estimés au cas oul la frontiére de K est analytique par morceaux. Dans ce cas, les estimés
font intervenir les classes EP dites de Smirnov sur des domaines de connectivité finie, dont on
donne une présentation sommaire. Les propriétés de la fonction de Garabedian pour K sont

ensuite utilisées pour obtenir les estimés voulus.

Le chapitre 5 présente de fagon détaillée la méthode pour le calcul numérique de la capacité

analytique d’ensembles compacts bornés par des courbes analytiques par morceaux. Dans le



cas ol les courbes frontiéres sont analytiques, le théoréme de Mergelyan sur I’approximation
rationnelle uniforme a pour conséquence immeédiate la convergence des bornes obtenues par
la méthode vers la valeur exacte de la capacité analytique. Pour ce qui est de la convergence
de la méthode dans le cas ou la frontiére est analytique par morceaux, celle-ci requiert un
théoréme de type Mergelyan sur la densité des fonctions rationnelles dans la classe de Smirnov
E?. Enfin, on présente plusieurs exemples numériques afin d’illustrer la méthode. A la lumiére
des résultats obtenus, il s’avére que cette derniére est trés efficace dans le cas ou la frontiére
est analytique mais peu efficace pour des compacts bornés par des courbes analytiques par
morceaux. On explique comment modifier la méthode dans cette situation pour obtenir une

bonne efficacité. La méthode modifiée est elle aussi illustrée par des exemples numériques.

Enfin, au chapitre 6, on s’intéresse au célébre probléme de la sous-additivité de la capacité

analytique :

Est-il vrai que
VWEUF) <y(E) +~(F)

pour tous sous-ensembles compacts E, F' du plan? Autrement dit, la capacité analytique est-

elle sous-additive 7

Certains indices portent & croire que la réponse est positive, comme par exemple le résultat
remarquable de Tolsa [44] stipulant que la capacité analytique est semi-additive, dans le sens

qu’il existe une constante universelle C' telle que
VWEUF) < C(y(E) +7(F))

pour tous sous-ensembles compacts FE, F. Toutefois, la question de savoir si 'inégalité est
valide avec C' = 1 demeure encore & ce jour sans réponse. En utilisant une approche discréte
a la capacité analytique, on montre que dans I’étude du probléme de la sous-additivité, il
suffit de considérer des compacts F, F' disjoints qui sont des unions finies de disques fermés
et disjoints, tous de méme rayon. On utilise ensuite la méthode numérique du chapitre 5 pour
étudier la sous-additivité dans ce cas particulier, ce qui méne & la formulation d’une conjecture
qui, si démontrée, impliquerait que la capacité analytique est bel et bien sous-additive. Enfin,

on démontre la conjecture dans un cas particulier.

La seconde partie de la thése est dédiée a ’étude des fonctions d’Ahlfors rationnelles. Une
fonction rationnelle R de degré n est appelée fonction d’Ahlfors rationnelle si R~(D) est un
domaine n-connexe contenant le point oo et si R est la fonction d’Ahlfors sur R~1(ID). On
s’intéresse & un probléme soulevé par Jeong et Taniguchi [25] visant & déterminer toutes les
fonctions d’Ahlfors rationnelles. On étudie ce probléme d’abord d’un point de vue analytique,
en identifiant explicitement des familles de fonctions d’Ahlfors rationnelles, puis d’un point de
vue topologique, en décrivant des propriétés topologiques de I’ensemble des fonctions d’Ahlfors

rationnelles de degré fixé.



Plus précisément, le chapitre 7 est consacré aux principaux outils nécessaires par la suite, soit
le théoréme de représentation de Bell ainsi que le théoréme de Bierberbach sur les applications
de Grunsky. Le premier de ces résultats a pour conséquence que toute fonction d’Ahlfors sur
un domaine n-connexe non dégénéré contenant le point oo est conformément équivalente & une
fonction d’Ahlfors rationnelle de degré n, d’ou l'intérét d’une étude approfondie du probléme
de Jeong et Taniguchi. On démontre également 'unicité de la représentation de Bell d’un

domaine n-connexe, sous certaines normalisations.

Par la suite, au chapitre 8, on donne une solution partielle au probléme de Jeong—Taniguchi
en exhibant, pour chaque entier n > 2, deux familles de fonctions d’Ahlfors rationnelles de
degré n, chacune présentant une symétrie particuliére. On détermine également toutes les
fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré 2. Ces résultats fournissent de nouveaux exemples
explicites de fonctions d’Ahlfors et donc a fortiori de capacités analytiques. Par la suite, on
illustre les résultats obtenus avec des exemples numériques, grace a la méthode pour le calcul
numérique de la capacité analytique du chapitre 5. Les différents résultats obtenus de méme
que la solution du probléme de Jeong—Taniguchi en degré 1 et en degré 2 semblent indiquer
qu'une fonction rationnelle R de degré n telle que R(co) = 0 et R71(D) est n-connexe est
une fonction d’Ahlfors rationnelle si tous ses résidus sont positifs. Or, on présente un exemple
numérique montrant que la positivité des résidus n’est pas une condition suffisante pour étre

une fonction d’Ahlfors rationnelle.

Le chapitre 9, dernier chapitre de la thése, est quant & lui dédié a 1’étude des propriétés
topologiques de A(n), 'ensemble des fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré n. A I'aide
du théoréme de représentation de Bell ainsi que de plusieurs théorémes de convergence de
type Carathéodory, on construit un homéomorphisme permettant d’obtenir des propriétés
topologiques intéressantes de A(n). Enfin, comme application, on montre que la positivité des

résidus n’est pas non plus une condition nécessaire pour étre une fonction d’Ahlfors rationnelle.

Les résultats de la premiére partie de la thése ont été obtenus en collaboration avec Thomas
Ransford et ont été publiés dans [48]. Ceux de la seconde partie de la thése sont le fruit d'une

collaboration avec Maxime Fortier Bourque et ont été soumis dans [14].



Chapitre 2

Préliminaires

Tout au long de ce chapitre, on utilisera la lettre K pour dénoter un sous-ensemble compact
du plan complexe ainsi que la lettre X pour dénoter le complément de K par rapport a la
sphére de Riemann, i.e. X :=Cy \ K.

2.1 Motivation : compacts effacables et probléme de Painlevé

Cette section est consacrée & une présentation sommaire du probléme de Painlevé, dans le but
d’introduire la principale motivation ayant donné naissance au concept de capacité analytique.
On se contentera donc de citer les résultats sans démonstration; le lecteur intéressé pourra

consulter [9], par exemple.

La définition suivante tire ses origines du résultat classique généralement attribué & Riemann

sur la caractérisation des singularités isolées enlevables des fonctions holomorphes :

Definition 2.1. On dit que K est effagable (pour les fonctions holomorphes et bornées) si
toute fonction holomorphe et bornée sur X est constante. Autrement dit, K est effagable si

H®>(X) ne contient que les fonctions constantes.

Il découle directement du théoréme de Riemann mentionné précédemment ainsi que du théo-
réme de Liouville que tout singleton est effacable, de méme que tout ensemble fini. En fait,
il s’avére que tout ensemble compact au plus dénombrable est effacable, ce qui peut étre

démontré a 'aide du lemme de Zorn et du théoréme des catégories de Baire.

En outre, remarquons que si K est effagable, alors K est d’intérieur vide. En effet, s’il existe
un point zy appartenant a l'intérieur de K, alors la fonction z — 1/(z — 2z) est holomorphe,

bornée et non constante sur X, entrainant ainsi que K n’est pas effacable.

En fait, le théoréme de représentation conforme de Riemann entraine que si K est effacable,

alors K est totalement disconnexe, et donc a fortiori d’intérieur vide.



La proposition suivante implique I'existence d’ensembles compacts indénombrables et totale-
ment disconnexes, bien qu’effagables. L’ensemble triadique de Cantor est ’exemple classique

par excellence.

Proposition 2.2. Soit K C R. Alors K est effacable si et seulement si m(K) =0, ot m est

la mesure de Lebesgue sur R.

On peut démontrer I'implication directe en procédant par contradiction et en considérant la

transformée de Cauchy

fe)= [ i e,

qui définit une fonction holomorphe sur X avec f(z) — 0 et zf(z) — —m(K) # 0, lorsque
z — 00. En particulier, on déduit que f est non constante. Un calcul simple montre ensuite
que la partie imaginaire de f est bornée. Par conséquent, g(z) := e/ (2) est une fonction non

constante appartenant & H°°(X), ce qui contredit ’hypothése que K est effagable.

Le résultat suivant, quant a lui, illustre bien a quel point le choix du terme effacable est

approprié :

Proposition 2.3. K est effacable si et seulement si pour chaque ouvert U contenant K et
pour chaque fonction f holomorphe et bornée sur U\ K, f s’étend a une fonction holomorphe

et bornée sur U en entier. De plus, dans ce cas, || f|loo,v = || flloo,tn\ i -

Démonstration. La premiére partie de ’énoncé est une application simple de la formule de
Cauchy (voir [13, Proposition 3.5.2] par exemple). La seconde partie de 1'énoncé découle di-

rectement du fait que si K est effagable, alors K est d’intérieur vide. O

La Proposition 2.2 fournit une caractérisation élégante des compacts effacables contenus dans
I’axe réel en termes de propriétés géométriques. Le probléme suivant, généralement attribué a

Painlevé, s’avére donc tout & fait naturel :
Probléme 2.4 (Painlevé, 1888). Donner une caractérisation géométrique des sous-ensembles

compacts effagables du plan complexe.

Dans sa thése de doctorat [32], Painlevé fut le premier a s’intéresser aux compacts effagables
du point de vue de la mesure de Hausdorff. Rappelons que si £ C C, la mesure de Hausdorff

s-dimensionnelle de E, notée H*(E), est définie par

HP(E) :=limH3(E) = sup H3(E),
640 5>0

H3(FE) := inf {Z diam(Un)s} :



Iinfimum étant pris sur tout recouvrement de E par une collection dénombrable {U,} de

sous-ensembles du plan tel que 0 < diam(U,,) < § pour chaque n.

La dimension de Hausdorff de E, quant a elle, est dénotée par dimy (E) et est définie comme

étant I'unique nombre réel positif tel que

is<di E
e = { et
0 sis>dimy(F).
Le résultat suivant, dii & Painlevé, découle essentiellement de la formule de Cauchy :

Théoréme 2.5 (Painlevé). Si HY(K) =0, alors K est effacable.

Corollaire 2.6. Si dimy (K) < 1, alors K est effacable.

Inversement, un lemme classique dii & Frostman permet de montrer que tout ensemble compact

de dimension de Hausdorff suffisamment grande n’est pas effacable :

Théoréme 2.7. Si dimy (K) > 1, alors K n’est pas effacable.

Ainsi, la dimension de Hausdorff égale & 1 est la dimension critique en ce qui a trait au
probléme de Painlevé. A la lumiére de ces informations, une interrogation naturelle subsiste :
la réciproque du théoréme de Painlevé est-elle vraie? Une réponse positive fournirait une
solution satisfaisante au probléme de Painlevé. Or, malheureusement, la réponse est non : le
premier exemple de compact effacable K avec 0 < H!(K) < oo est dit & Vitushkin (voir par
exemple [17, Chapitre 4, Section 3|). Garnett [16] démontra quelques années plus tard que
I’ensemble de Cantor planaire 1/4 est également un exemple de compact effagable de mesure
de Hausdorff H! positive.

Dans les années 1960, le mathématicien russe Vitushkin s’intéressa au probléme de Painlevé
en raison de ses applications & des problémes d’approximation rationnelle uniforme. C’est ainsi
qu’il proposa sous forme de conjecture une solution, du moins pour les compacts de mesure

de Hausdorff 1-dimensionnelle finie :

Conjecture (Vitushkin). Supposons que H!'(K) < co. Alors K est effacable si et seulement
si H1(K NT) = 0 pour toute courbe rectifiable T

Il fallut attendre plusieurs décennies pour que de nouveaux développements remarquables sur-
viennent en ce qui a trait au probléme de Painlevé. En 1998, David [8] démontra la conjecture
de Vitushkin, donnant ainsi un critére géométrique d’effagabilité valable uniquement pour les
ensembles compacts de mesure de Hausdorff finie. Quelques années plus tard, en 2003, Tolsa

obtint un critére d’effagabilité sans hypothése sur la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle,



fournissant ainsi une solution définitive au probléme de Painlevé. Pour un résumé détaillé de

ces différents développements, le lecteur intéressé peut consulter [44] ainsi que [45].

Présenter les travaux remarquables de David, Tolsa et autres sur le probléme de Painlevé
demeure bien entendu en dehors du cadre du présent ouvrage. Néanmoins, une remarque
est de mise en ce qui a trait & un certain outil fondamental sous-jacent & ’ensemble de ces
travaux. Comme nous l’avons vu partiellement dans la remarque suivant la Proposition 2.2,
la transformée de Cauchy demeure un outil fort utile dans ’étude de problémes reliés aux
compacts effagables. On verra dans les chapitres subséquents que celle-ci intervient de fagon
récurrente dans I’étude de la capacité analytique. Ceci explique notamment pourquoi les classes
de Smirnov EP du chapitre 4 se révélent beaucoup mieux adaptées a I'étude de la capacité
analytique que la classe H*°(X) et ce, méme si cette derniére apparait directement dans la

définition.

2.2 La capacité analytique : définition et propriétés

élémentaires
Soit K C C compact et soit X := Cy \ K.
Definition 2.8. La capacité analytique de K est définie par
Y(K) = sup{|f'(c0)| : f € O(X, D)}, (2.1)

ot f'(00) 1= lim, 00 2(f(2) — f(o0)) représente le coefficient de 1/z dans le développement
de Laurent de f au voisinage du point oo :

f'(o0)

z

f(z) = foo) +

az
+ =+
»2

Les propriétés suivantes découlent directement de la définition :

Proposition 2.9. (i) v est monotone, i.e. K1 C Ko = (K1) < v(K32) ;
(ii) v(aK + b) = |a|y(K) pour a,b € C. En particulier,  est invariante par translation ;

(11i) La capacité analytique de K ne dépend que de la composante connexe non bornée de X.

En d’autres mots, st K dénote l'union de K et des composantes connexes bornées de X,
alors (K) = y(K) ;
(iv) K est effacable si et seulement si y(K) = 0.
Remarque. En vertu de la propriété (iii), on peut toujours supposer que X est connexe, quitte
a remplacer K par K. Clest ce que nous ferons implicitement tout au long de ce travail.

Remarque. La propriété (iv) illustre bien l'intérét d’étudier la capacité analytique. En effet,
dans ce nouveau contexe, le probléme de Painlevé se traduit par la recherche d’une caractéri-

sation des ensembles compacts de capacité analytique nulle.
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Par un argument élémentaire de famille normale, il est facile de montrer que pour chaque
compact K C C, il existe une fonction extrémale pour (2.1), c’est-a-dire une fonction f €
O(X,D) avec f'(c0) = v(K).

Proposition 2.10. Supposons que y(K) > 0 et soit f une fonction extrémale pour (2.1).
Alors f(o0) = 0.

Démonstration. Supposons que f(oo) # 0. Si |f(oo)| = 1, alors f est constante d’aprés le
principe du maximum, contredisant I’hypothése v(K) > 0. Donc 0 < |f(o0)| < 1, et dans ce

cas la fonction

f(z) = f(oo
g9(z) = ()—Q (z € X)
1— f(2)f(o0)
appartient & O(X,D). De plus, g(oco) =0 et
/ : V(K)
g(o0) = lim zg(z) = —————= > v(K),
(00) = Jim 20(2) = 1 sy > 105
contredisant ainsi ’extrémalité de f.
O
Proposition 2.11. Soit K1 O Ky O Kg3... une suite décroissante d’ensembles compacts et

soit K := N, K,,. Alors
A(K) = Tim A(Ky).
n—oo
Démonstration. 11 s’agit encore une fois d’'un argument élémentaire de famille normale, voir

par exemple |9, Proposition 1.16]. O

Proposition 2.12. Supposons que v(K) > 0. Alors le probléme extrémal (2.1) posséde une

unique solution. Autrement dit, il existe une unique fonction f € O(X,D) satisfaisant f'(00) =
V(K).

Démonstration. L’existence d’une fonction extrémale ayant déja été établie, il reste & démon-

trer I'unicité. La preuve élégante suivante est due a Fisher [12].

Soit f, g deux fonctions extrémales et posons h := (f+g¢)/2, k := (f —g)/2. Comme f = h+k
et g = h — k, il suffit de montrer que k& = 0. Puisque |f|> < 1 et |g|?> < 1 sur X, on a que
|h|? + |k|? £ 2Re hk < 1. En additionant ces deux inégalités et en divisant par 2, on obtient
|h|? + |k|> < 1, et donc

1 1 1
(B + Slk[* < [h]+ 5 (1= %) = [pl + S(1+ R = [B]) < ] + (1= [A]) = 1.

Si k n’est pas identiquement nulle, écrivons

1
5]{:2:&_11 an—l—l_'_‘”

n zn—l—l
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au voisinage du point oo, ol a, # 0 et n > 2, car k(oco) = 0.

Maintenant, soit ¢ > 0 suffisamment petit pour que £|a,||z|?~! < 1 sur un voisinage V de K,
et posons f:: h + €tz 'k%/2. Alors fest holomorphe sur X et

71 Ihl + lemm=""2 /2] < bl + g b2 <1
sur V' \ K, et donc aussi sur X par le principe du maximum. Or,
f'(00) = I (00) + €|an|* > Y(K),
une contradiction.

Par conséquent, k =0et f = g.

O

Definition 2.13. Supposons que v(K) > 0. L’unique fonction f € O(X,D) telle que f'(c0) =
~v(K) est appelée fonction d’Ahlfors pour K ou sur X.

Dans le cas ot K est connexe (ou, de fagon équivalente, X est simplement connexe), la fonction

d’Ahlfors est bien connue :

Proposition 2.14. Supposons que K est connexe et contient plus d’un point. Soit h : X — D
lunique application conforme avec h(oo) = 0 et h'(c0) > 0. Alors h est la fonction d’Ahlfors

pour K. De fagon équivalente, y(K) = h'(00).

Démonstration. Soit f la fonction d’Ahlfors pour K. Alors clairement h'(00) < f/(00) = v(K).
Inversement, remarquons que f o h=! envoie D vers D en fixant 0, donc |f(z)| < |h(2)| pour

chaque z € X, par le lemme de Schwarz. En multipliant cette inégalité par |z| et en laissant
2z — 00, on obtient Y(K) = f’(00) < h/(00). O

Corollaire 2.15. Si K est connexe, alors y(K) = cap(K), ou cap(K) est la capacité loga-
rithmique de K.

Corollaire 2.16. La capacité analytique d’un disque D(zqg,r) est égale au rayon v, tandis que

celle d’un segment [c, B] est égale a la longueur du segment divisée par 4.

Plus généralement, on a :

Théoréme 2.17 (Pommerenke [33], 1960). Soit K C R compact. Alors v(K) = m(K)/4.

Démonstration. Voir par exemple [17, Section 6, Chapitre 1]. U

12



Corollaire 2.18. Soit K C R compact. Définissons

h(z)::%/sz_CC (z € X)

et
eM?) —1

f(Z) = eh(z) +1
Alors f est la fonction d’Ahlfors pour K.

(z € X).

Démonstration. 11 est facile de vérifier que |Im(h(z))| < 7/2 pour z € X, et donc |f(2)] <
1. De plus, un calcul simple montre que f’(co) = m(K)/4. La conclusion découle ensuite
directement du Théoréme 2.17. O

Il s’avére donc que la fonction d’Ahlfors est connue dans le cas ot K est connexe et aussi dans
le cas ot K C R. Or, en général, il demeure trés difficile d’identifier explicitement la fonction

d’Ahlfors pour un ensemble compact donné.

Si K est connexe, alors la Proposition 2.14 implique en particulier que la fonction d’Ahlfors
pour K, f : X — D, est surjective. Bien que ceci ne soit pas vrai pour un K général, le
théoréme suivant affirme que I'image f(X) doit étre suffisamment grande dans le disque unité
D:

Théoréme 2.19 (Havinson, 1961). Soit K C C compact et soit f la fonction d’Ahlfors pour
K. Alors pour chaque 0 <r <1, on a

¥(D(0,7) \ f(X)) = 0.

Démonstration. Voir [22] ou encore [12, Théoréme 3|, pour une preuve plus élémentaire. [

Remarque. La réciproque du Théoréme 2.19 est vraie dans le sens que si E est un sous-
ensemble compact de D avec v(E) =0et 0 ¢ E, alors E =D\ f(X) pour un certain compact
K,ou X = Cyx \ K et f est la fonction d’Ahlfors pour K. En effet, il suffit de considérer
K = ¢(E)UD, ot ¢(2) := 1/z. Alors clairement v(¢(E)) = 0 et donc par la Proposition 2.3,
la fonction d’Ahlfors f pour K s'étend analytiquement & Co, \ D, avec |f| < 1. Il suit que
v(K) < v(D) = 1. L’inégalité inverse découle directement de la monotonicité de la capacité
analytique. Ainsi v(K) =1 et f doit étre la fonction d’Ahlfors pour D, i.e. f = ¢. On déduit

donc que f(X)=¢(X) =D\ E.

Enfin, on conclut ce chapitre en mentionnant le résultat suivant concernant les zéros de la
fonction d’Ahlfors :

Théoréme 2.20 (Havinson). Soit f la fonction d’Ahlfors pour un compact K. Alors les zéros

de f dans C appartiennent & ’enveloppe convexe de la frontiére de K.

13



Démonstration. Voir [22, Théoréme 27|.
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Premiére partie

Calcul de la capacité analytique et

probléme de la sous-additivité
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Chapitre 3

Compacts bornés par un nombre fini

de courbes de Jordan

Tout au long de ce chapitre ainsi que des chapitres subséquents, nous nous intéresserons au
cas particulier ot K est borné par un nombre fini de courbes de Jordan disjointes. Ce cas
particulier suffit pour la plupart des problémes reliés & la capacité analytique, comme en

témoigne la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit E C C compact et soit € > 0. Alors il existe un compact F borné par

un nombre fini de courbes de Jordan analytiques et disjointes tel que & C F et

V(E) —v(F)| <e.

La preuve nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit E un sous-ensemble compact d’un ouwvert G. Alors il existe une collection

I'={v1,72,.-.,7} de courbes de Jordan analytiques et disjointes telle que

(i) pour chaque a € C\ T,

n

n(T,a) = Zn(vj,a) € {0,1},

7j=1
ou n(v;,a) est lindice de a par rapport a la courbe 7; ;
(it) ECIntT' C G, ou
IntT':={a € C\T:n(l,a) =1}.

Démonstration. Voir [7, Proposition 13.1.8] O

On peut maintenant démontrer la Proposition 3.1 :
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Démonstration. Par la Proposition 2.11, il existe un § > 0 tel que si Es := {z € C :
dist(z, E) < 0}, alors

VE) < v(Es) < y(E) +e.
Maintenant, en vertu du Lemme 3.2, il existe une collection de courbes de Jordan analytiques

et disjointes I' = {y1,72,...,7n} telle que
ECIntT C Es.

Posons F' := IntI'. Alors F' est un compact borné par des courbes de Jordan analytiques et

disjointes, et

V(E) <A(F) < v(EBs) <v(E) + e

Supposons donc & partir de maintenant que la frontiére de K est constituée de n courbes de
Jordan mutuellement disjointes, disons 1,72, ..., V. Comme précédemment, on dénote par

X le complément de K par rapport & Cg.

3.1 Fonction d’Ahlfors et fonction de Garabedian

Avec ces hypothéses sur K, la fonction d’Ahlfors posséde de trés belles propriétés :

Théoréme 3.3 (Ahlfors [1], 1947). Soit f la fonction d’Ahlfors pour K. Alors f : X — D
est une application holomorphe propre de degré n. De plus, f s’étend continiment ¢ X et son

extension envoie chacune des courbes 7y; de fagon homéomorphe sur T.

Démonstration. Voir [17, Théoréme 4.1] et [31, Chapitre 7, Section 6. O

Remarquons que si, de plus, chacune des courbes ; est analytique, alors f s’étend analyti-

quement a travers la frontiére, en vertu du principe de réflexion de Schwarz.

Corollaire 3.4. Si z1,29,...,2,-1 sont les zéros de f dans C répétés selon les multiplicités,
alors
n—1
log |f(2)] = —g(z,00) = Y "g(z,25) (2 €X), (3.1)
j=1

ot g(z,C) est la fonction de Green pour X avec pole en (.

En particulier,

Y(K) = cap(K)e™ 251 9659), (3.2)
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Démonstration. Considérons

n—1
u(z) :=log|f(2)| + g(z,00) + > _ g(z,2))
j=1
Alors u est harmonique sur X \ {o0, 21,...,2,-1}. Or,si1 <k <n—1 ona
u() =1og O o0 o)+ malge, ) +log )z — s + 3 (%)
’2 . Zk’mk 9 9 Y~

ZjF# 2k
ol my est la multiplicité du zéro zp de f, et donc u est harmonique au voisinage de zi. De
méme, au voisinage du point oo, on a

n—1

u(z) = log |2f(2)] + (g(z,00) = log |z]) + Y _ g(z, 7)),
j=1
et donc u est en fait harmonique sur X en entier. Or, par le Théoréme 3.3, pour chaque
¢ € 0X, on a que u(z) — 0 lorsque z — (. Par le principe du maximum pour les fonctions
harmoniques appliqué a u et —u, on déduit que u est identiquement nulle sur X, ce qui termine
la démonstration de I’équation (3.1). Pour ce qui est de I’équation (3.2), il suffit d’ajouter log |z|

des deux cotés de I'équation (3.1) puis de laisser z — oo, pour obtenir

n—1 n—1
log y(K) = lim (—g(z,00) +1log|z]) = Y _ g(c0, 2j) = log cap(K) — ) _ g(00, 2)).
=1 =1

Le résultat découle ensuite directement de la symétrie de la fonction de Green.

O

La preuve du Théoréme 3.3 dans [17] repose sur les propriétés de la fonction ¢ du théoréme

suivant, essentiellement da a Garabedian [15] :

Théoréme 3.5. Supposons que chacune des courbes v; est analytique. Alors il existe une

fonction 1 € A(X) qui est l'unique solution au probléeme extrémal

/aX [(¢)||d¢| = inf {/M IM(O)||d¢| = h e A(X), h(cx) = L} ‘

27

De plus, 1 posséde les propriétés suivantes :
(1) v s’étend analytiquement a travers chacune des courbes vy ;
(ii) P(o0) = 1/27i ;

(iii) 1 représente la fonctionnelle d’évaluation au point oo, dans le sens que, pour chaque

g€ A(X),
' (00) = /6 GEGLS
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(i) Jox W(OldC] = ~(K) ;
(v) L’extension de 1) posséde un logarithme holomorphe sur X. En particulier, il existe une

fonction q € A(X) telle que g(oco) =1 et

q(2)? = 2minh(2) (z € X).

Démonstration. Voir [17, Théoréme 4.1]. O

Definition 3.6. La fonction ¢ du théoréme précédent porte le nom de fonction de Garabedian

pour K.

3.2 Comportement sous ’action d’une application conforme

Le but de cette section est de décrire précisément comment les fonctions d’Ahlfors et de

Garabedian se comportent sous ’action d’une application conforme.

Rappelons que K est un sous-ensemble compact du plan borné par n courbes de Jordan

disjointes, y1,7v2,...,7n, et que X = Cy \ K.

Soit F: X — X une application conforme avec F(co) = co. Ecrivons

a_ a—
F(Z):a12+a0+—1+—22+...
z z

au voisinage du point co et dénotons par K le compact Cq \)N( . La proposition suivante relie

les fonctions d’Ahlfors pour K et K :

Proposition 3.7 (Loi de transformation des fonctions d’Ahlfors). Soit f,f les fonctions

d’Ahlfors pour K et K respectivement. Alors

Y(K) = y(K)/|as|

et

f=(a/laa])(f o F).

Démonstration. Remarquons d’abord que fo F € O(X,D) et donc

|(f o F)' (00)] < 7(K).

Or, on a N N
(FoFy(oo) = £ - 21D,
et donc _
7|(K|) < (K)
aq
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En appliquant le méme argument avec foF remplacé par foF~!, on obtient 'autre inégalité.
Enfin, par unicité de la fonction d’Ahlfors, f = )\foF pour une certaine constante unimodulaire

A. Pour que f/(00) soit positif, cette constante doit étre aq/|az]. O

Avant de décrire le comportement de la fonction de Garabedian v sous ’action d’une applica-
tion conforme, il faut d’abord donner une définition précise de cette fonction dans le contexte
qui nous intéresse. En effet, rappelons qu’en vertu du Théoréme 3.5, la fonction de Garabe-
dian n’est définie a priori que pour des compacts bornés par des courbes analytiques. Or, en
appliquant a répétition le théoréme de Riemann, on montre facilement que tout domaine non
dégénéré de connectivité n est conformément équivalent & un domaine borné par n courbes
de Jordan analytiques et disjointes. Ainsi, il existe un compact K , borné par n courbes de
Jordan analytiques et disjointes, et une application conforme F' : X — X avec F(o0) = o0,
oit X 1= Cu \ K. On peut donc utiliser la fonction de Garabedian pour K pour définir la

fonction de Garabedian pour K, préservant ainsi les propriétés du Théoréme 3.5.

Il est bien connu que toute application conforme d’'un domaine de Jordan sur le disque unité
s’étend & un homéomorphisme de la fermeture du domaine sur le disque unité fermé. Ainsi,
par construction, F s’étend a4 un homéomorphisme de X sur ; (En fait, ceci demeure vrai
pour toute application conforme entre deux domaines bornés par un nombre fini de courbes
de Jordan, en vertu de |7, Théoréme 15.3.4]).

Dans le but de définir la fonction de Garabedian pour K, on aura besoin d’une hypothése

supplémentaire sur les courbes 7v1,...,vn.

Plus précisément, on supposera que F' € C®°(X). Ce sera le cas si chacune des courbes
frontiéres de K est de classe C'°°; il s’agit d’une conséquence du théoréme suivant, démontré

par Painlevé dans sa thése de doctorat.

Théoréme 3.8 (Painlevé). Soit D un domaine de Jordan borné par une courbe de classe
C™ et soit f: D — D conforme. Alors f € C®(D), la dérivée f' ne s’annule pas sur D et
f~teo=D).

Démonstration. Pour une preuve, voir par exemple |3, Théoréme 8.2]. O

On aura également besoin du fait que F’ posséde une racine carrée holomorphe sur X. Ceci

est une conséquence immédiate du résultat suivant :

Théoréme 3.9 (Bell). Soit F': X — Y une application conforme entre deux domaines bornés
par un nombre fini de courbes de Jordan disjointes de classe C*°. Alors F € C*®°(X) et F' # 0
sur X. Par conséquent, F~1 € C®(Y). Enfin, F' est le carré d’une fonction de classe C* sur

X et holomorphe sur X.

21



Démonstration. Voir [3, Théoréme 12.1]. O

On peut maintenant démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.10. Supposons que chacune des courbes 7y; est de classe C™ et soit )Z', F:X—
)N(, tels que définis précédemment. Soit J la fonction de Garabedian pour le compact IN(, comme

dans le Théoreme 3.5. Définissons une fonction 1 sur X par

1 ~
1/}:: —('lbOF)F’,
a
ol
a_ a_
F(z) :a1z+a0—|——1+—22+...
z z
au voisinage du point co. Alors v posséde les propriétés suivantes :
(i) ¥ € AX);
(ii) $(o0) = 1/2mi;

(iii) 1 représente la fonctionnelle d’évaluation au point oo, dans le sens que pour chaque

g € A(X),
¢ (00) = /a RGLGLS

(iv) [ox (ONldC] = y(K) ;

(v) ¥ posséde une racine carrée holomorphe sur X. Plus précisément, il existe une fonction
q € A(X) avec q(o0) =1 telle que

q(2)? = 2mivp(2) (z € X).

Démonstration. L’énoncé (i) découle directement du Théoréme 3.5 et de la remarque qui
précéde le Théoréme 3.8. En fait, ¢ € C°(X).

Pour démontrer (ii), notons que

au voisinage du point co, et donc F’(2) — a; lorsque z — oco. Puisque F fixe le point oo, on a
(¢ 0 F)(00) = tp(00) = o—.

Pour (iii), on utilise le théoréme de changement de variable que 1'on retrouve par exemple

dans [37, Théoréme 7.26]. Soit g € A(X). Alors go F~1 € A(X) et donc, par le Théoréme 3.5,
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(goF—H%u»=1/~g@“%w»&hmdw
0X
:/ 9(2)D(F () F()d2

0X

=a3éxmawum@

ot 'on a utilisé le changement de variable w = F'(z) (rappelons que F' est injective et de classe

C* sur 0X). Maintenant, écrivons

/
b
g(oo)+—§+...
V4

au voisinage du point co. Alors

(go F~)(c0) = lim w(g(F~!(w)) - g(00)) = arg'(c0),

w—r 00

ce qui compléte la démonstration de (iii).

Pour (iv), remarquons que

/wwwzi/ﬁwwwma
0X 0X

|lai]
1 ~
=Eqéiwwmw4
Y(K)

=v(K),

i |
en vertu de la Proposition 3.7. Enfin, I’énoncé (v) découle directement du Théoréme 3.5 et du

Théoréme 3.9.

O

Conformément & la terminologie adoptée précédemment dans le cas ou la frontiére de K est

analytique, on fera a l'avenir référence a 1) comme étant la fonction de Garabedian pour K.
Remarque. La fonction de Garabedian fut étudiée par Garnett [17] et Havinson [22]|, qui

soulevérent tous deux la question suivante :

Est-il vrai que les fonctions de Garabedian d’une suite décroissante de sous-ensembles compacts

bornés par des courbes analytiques convergent ?

Smith [41] et Suita [42] donnérent indépendamment une réponse positive. Ceci fournit une
définition naturelle de la fonction de Garabedian pour un sous-ensemble compact arbitraire

du plan complexe, bien qu'une telle généralité ne sera pas nécessaire pour la suite.
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Chapitre 4

Estimés pour la capacité analytique

4.1 Compacts bornés par des courbes de classe C*

Dans cette section, on obtient des estimés pour la capacité analytique de sous-ensembles

compacts du plan bornés par un nombre fini de courbes de Jordan disjointes de classe C°.
Supposons donc que K est un tel ensemble et rappelons que X = Cy, \ K.
On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1. Soit f € A(X). Alors

oo) — L
F(o0) =5 [ 1O
Démonstration. Ecrivons ,
f(z):f(oo)—i—f(;o) +%+...

au voisinage du point co. Soit C' un cercle centré a 1’origine, de rayon suffisamment grand pour
que K soit contenu dans U'intérieur de C' et que 'expression pour f ci-dessus soit valide sur

C. Alors on a ) )

— d¢ = — dc.

57 [ f©ic= = [ o
En effet, il s’agit d’une conséquence immédiate du théoréme de Cauchy dans le cas ou f est
holomorphe sur un voisinage de X et de telles fonctions sont uniformément denses dans A(X),

en vertu du théoréme de Mergelyan.

D’autre part, le coté droit de I'égalité précédente est tout simplement f'(c0), ce qui découle
directement d’une intégration terme a terme aprés avoir substitué le développement de Laurent

de f dans l'intégrale. O

Le résultat suivant donne deux estimés pour la capacité analytique de K :
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Théoréme 4.2. Avec les mémes hypothéses sur K, on a :

(#) =min{ o= [ la(e)Pldsl g € AX). gt) =1} (1)
et
+(K) = max {2Re B (o0) — % /aX h(2)Pldz] : h € A(X), h(oo) = 0} L (42

Le minimum et le maximum sont atteints respectivement par les fonctions g = q et h = fq,
ot f est la fonction d’Ahlfors pour K et q est la fonction du Théoréme 3.10.

L’estimé (4.1) est dit & Garabedian [15] dans le cas particulier ou K est borné par des courbes
analytiques, d’out appellation dualité de Garabedian que I'on retrouve dans la littérature.
Cette dualité fut également étudiée par Havinson [22] pour des ensembles compacts plus

généraux.

Démonstration. Soit f la fonction d’Ahlfors sur X, de sorte que f € A(X) avec f(oo) = 0,
|f] =1 sur 90X et f/(00) = v(K). Soit ¢ la fonction de Garabedian pour K, dans le sens du
Théoréme 3.10, et dénotons par ¢ la fonction appartenant & A(X) qui satisfait g(co) =1 et

q(2)? = 2mi(2) (2 € X).

Pour démontrer (4.1), soit g € A(X) avec g(co) = 1. Par le Lemme 4.1, on a

A = £1(00) = (F67) (00) = 3= [ f2)a(e) e
Ainsi, | ,
1) < 3 [ @l = 5o [ laC)Plasl.

En prenant le minimum sur les telles fonctions g, on obtient

+(K) < inf {% [ 1ataPlasl g € ACO).g(60) - 1} | (4.3)

Inversement, posons g := ¢q. Alors g € A(X), g(oco) =1 et

1
2 0xX

1

2 = — 2)|?|dz| = 2)||dz| =
Pl = 5= [ la@PIE = [ el =),

par le Théoréme 3.10. En combinant ceci avec l'inégalité (4.3), on obtient (4.1).

Pour démontrer (4.2), considérons la fonction h := fq. Alors h € A(X), h(occ) =0 et

e (00) 5 [P = 20(K) = 1K) = 1(K),
Ainsi,
max {2Re R (00) — % /aX |h(2)|?|dz| : h € A(X), h(c0) = 0} > v(K). (4.4)
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Inversement, soit h € A(X) avec h(oco) = 0. Dénotons par T'(z) le vecteur tangent a 0X en z,
c’est-a-dire dz = T'(2)|dz| avec |T| = 1. Adoptons la notation (hy,ho) := [,y h1(2)ha(2)|dz|
et |h||3 := (h,h). Alors

1 — 1 1 1 —
< —|h—iqT |3 = —||hl3 + =—llql|3 + 2Re =—(h, —iqT

et donc ) )
< — h(z)|?|d K)—2Re-— [ h dz.
0 5 [ )Rl +9(0) 2R o [ (g
Par le Lemme 4.1 encore une fois, on obtient
1
0< o= [ [|h(2)P[dz] +~v(K) - 2Re (hq)'(c0).
2T 0x

Or, puisque g(o0) =1 et h(oco) = 0, on a que (hq)'(c0) = h/(c0) et donc

1

1(K) > 2Rel(00) — o /8 )P,

En combinant ceci avec I'inégalité (4.4), on obtient (4.2).

4.2 Compacts bornés par des courbes analytiques par

morceaux

Le but de cette section est de généraliser les estimés du Théoréme 4.2 & un second cas inté-
ressant, celui des sous-ensembles compacts du plan bornés par des courbes analytiques par

morceaux.

Supposons donc que K est un tel ensemble. Autrement dit, la frontiére de K consiste en un
nombre fini de courbes de Jordan disjointes, et chaque courbe est I'union d’un nombre fini
d’arcs analytiques. On suppose également que chaque paire d’arcs analytiques consécutifs se
rencontre en un coin conformément équivalent & un secteur. Plus précisément, on suppose que
si deux arcs analytiques s’intersectent en w, alors il existe une application conforme définie sur
un voisinage V de w qui envoie VN X sur un secteur de la forme {re?® : 0 < r <1, 0 < 6 < a},

ou 0 < a < 2.

Les estimés du Théoréme 4.2 reposent sur le fait que les fonctions g et fq s’étendent continii-
ment & X, oti f est la fonction d’Ahlfors pour K et g est la racine carrée de 27i fois la fonction
de Garabedian . Dans le cas ou la frontiére est analytique par morceaux, ceci demeure vrai
pour la fonction d’Ahlfors f, mais pas pour la fonction de Garabedian. En effet, ¢ posséde
des discontinuités en lensemble fini de points, disons E, ou la frontiére n’est pas lisse (E
est constitué des points de rencontre entre chaque paire d’arcs analytiques consécutifs). A la

lumiére de ces informations, dans le but de généraliser les estimés du Théoréme 4.2, on doit
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inévitablement remplacer A(X) par une plus grande classe de fonctions holomorphes sur X
contenant les fonctions g et fq. Il s’avére que les classes de Smirnov sont précisément ce dont

on a besoin.

4.2.1 Classes de Smirnov sur des domaines de connectivité finie

Cette sous-section constitue une présentation sommaire de la théorie des classes de Smirnov
EP sur des domaines de connectivité finie. Pour de plus amples détails, le lecteur intéressé
peut consulter [10, Chapitre 10|, [40], [46] ainsi que I’appendice dans |23, p.57-61].

Tout au long de cette sous-section, on supposera que X est un domaine n-connexe borné a
frontiére rectifiable. Cela signifie que C\ X posséde n composantes connexes, chacune bornée
par une courbe de Jordan rectifiable. Dénotons par I'1,I's, ..., I, ces courbes rectifiables, ot

I'; est la courbe frontiére de la composante non bornée de C\ X.

Definition 4.3. Soit 1 < p < 0o. On dit qu’une fonction f appartient & la classe de Smirnov
EP(X) si f est holomorphe sur X et s'il existe une suite (X3) de sous-domaines de X n-

connexes a frontiére Cy, rectifiable telle que

(i) pour chaque sous-ensemble compact K C X, il existe un kg € N tel que K C X pour
tout k > kg ;

(ii) limsupy_, ka |f(2)|P|dz| < 0.

Remarquons qu’a priori, il n’est pas clair d’aprés la définition que si f,g € EP(X), alors
f+g € EP(X), puisque la suite (Xj) peut dépendre de la fonction considérée. Or, dans le cas
ou X est simplement connexe du moins, il suffit en fait de considérer les courbes de niveau

d’une application conforme :

Théoréme 4.4. Supposons que n = 1. Alors X est un domaine de Jordan ; soit donc ¢ : D —

X conforme et considérons les courbes de miveau

L= o({|z| =7}) 0<r<l).

Alors pour chaque f € EP(X), on a

sup [ [f(2)[P|dz] < oo.
0<r<1JT,

Démonstration. [10, Théoréme 10.1] O

Corollaire 4.5. Dans le cas n =1, EP(X) est un espace vectoriel.
Démonstration. Cela découle directement du Théoréme 4.4. O

Le prochain théoréme relie le cas général au cas simplement connexe :
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Théoréme 4.6 (Théoréme de décomposition). Pour 1 < j < n, soit X; la composante
conneze de Coo \ I'; contenant X. Soit 1 < p < oo et soit f € EP(X). Alors f peut étre

décomposée de facon unique comme
f)=HGE) + L)+ + falz)  (z€X),
ot chaque f; appartient a EP(X;) et fj(oo0) =0 pour 2 < j < n.

Démonstration. La preuve est une application simple de la formule de Cauchy, voir par exemple

[46]. O
En combinant le théoréme de décomposition avec le Théoréme 4.4, on obtient facilement les
résultats suivants :

Corollaire 4.7. Pour 1 < j < n, soit X; comme dans le Théoréme 4.6. Alors chaque X; est

simplement connexe ; soit donc ¢j : D — X; conforme et considérons les courbes

D= ({2l =)  (0<r<).

Soit 1 < p < o0, soit f € EP(X) et soit T, := Ui L pour r € (ro, 1), ot ro est tel que pour

chaque r € (ro, 1), les courbes I';, sont mutuellement disjointes et contenues dans X. Alors

sup [ [f(2)[P|dz] < oc.
ro<r<1JT,

Corollaire 4.8. Pour tout 1 < p < oo, EP(X) est un espace vectoriel.
Corollaire 4.9. Pour tout 1 < p < oo, A(X) C EP(X).
Démonstration. 11 suffit de remarquer que si Xj;, ¢; : D — X; et I';, sont comme dans le

Corollaire 4.7, alors pour chaque j, les longueurs des courbes I';, sont uniformément bornées.

En effet, notons que la longueur de I'; ;. est

2T
e[ e as
0

Or, comme 0X; =I'; est une courbe de Jordan rectifiable, gb; appartient & ’espace de Hardy
H'(D) (voir [7, Théoréme 14.5.8]).

O

Le théoréme suivant est I’analogue pour les classes de Smirnov du résultat classique de Fatou

concernant les espaces de Hardy du disque unité :

Théoréme 4.10. Soit 1 <p < oo et soit f € EP(X). Alors
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(i) f posséde des valeurs frontiéres non tangentielles f*(() presque partout sur 0X selon la
mesure de longueur d’arc et f* € LP(0X,|d(|) ;

(ii) f est lintégrale de Cauchy de f* :

fo - L[ 1

21t Jox C(— 2

d¢ (z € X);

(iii)

2mi Jox ¢ — 20

Démonstration. Pour démontrer (i) et (ii), il suffit de considérer d’abord le cas simplement
connexe, puis d’utiliser le théoréme de décomposition pour le cas général. Voir par exemple
[10, Théoréme 10.3] et [10, Théoréme 10.4].

Pour (iii), soit w € X et 29 ¢ X. Considérons la fonction

(z —w)f(z)

h(z) :== pa— (z € X).

Alors clairement h € EP(X) et donc par (ii),
R, 1P
0= hiw) = %/8)( (—wdg_ 27i /aXC—zodC'

O
Definition 4.11. Soit 1 < p < co. On dit qu'une fonction f appartient & I'espace de Hardy

HP(X) si f est holomorphe sur X et si la fonction sous-harmonique |f|P posséde un majorant

harmonique sur X, c’est-a-dire s’il existe une fonction v harmonique sur X telle que

f(2)P <ulz) (2 €X).

Il est clair d’aprés la définition que pour chaque p > 1, HP(X) est un espace vectoriel. Aussi,
remarquons que HP(X) = EP(X) si X = D. Ceci demeure faux en général. En effet, si X
est un domaine borné par une courbe de Jordan analytique sauf en un point formant un coin
d’angle intérieur 0 < o < 27, alors HP(X) ¢ EP(X) si0 < a < 7, tandis que EP(X) ¢ HP(X)
si ™ < a < 27 (voir [10, Chapitre 10]).

Le théoréme suivant est ’analogue du Théoréme 4.10 pour I'espace de Hardy :

Théoréme 4.12. Soit 1 < p < oo et soit f € HP(X). Alors

7 osséde des wvaleurs frontiéres non tangentielles f* resque partout sur 0X par
(i) fp g presque p p

rapport & la mesure harmonique dw et f* € LP(0X,dw) ;
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(ii) f est lintégrale de Poisson de f* :

fE) = [ f(Qdw(@)  (z€X).

0X

Démonstration. Voir [46, Théoréme 3.2.1 et Théoréme 3.3.2] O

Mentionnons que les espaces de Hardy sont conformément invariants, dans le sens que si
¢ :Y — X est conforme, alors f € HP(X) si et seulement si f o ¢ € HP(Y). Pour ce qui est

des classes de Smirnov, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.13 (Keldysch-Lavrentiev). Soit ¢ : Y — X une application conforme, ou'Y est
un domaine n-connezxe & frontiére analytique. Soit f une fonction holomorphe sur X. Alors
f € EP(X) si et seulement si la fonction sous-harmonique |f o ¢|P|¢’| admet un majorant

harmonique sur'Y .

Démonstration. Voir [46, Théoréme 3.1.1]. O

Corollaire 4.14. Si X est borné par des courbes analytiques, alors HP(X) = EP(X) pour
tout 1 < p < 0.

Une autre conséquence du théoréme de Keldysh-Lavrentiev est la complétude de EP(X) :

Corollaire 4.15. Pour f € EP(X), définissons

o= ([ \f*<<>\Prd<\)l/p.

Alors (EP(X), ||f|lp) est un espace de Banach.
Démonstration. Voir 'appendice dans [23], p. 57-61. O

On aura également besoin de la généralisation suivante du Lemme 4.1 :

Corollaire 4.16. Soit X un domaine n-connezxe & frontiére rectifiable contenant le point oo

et soit h € EY1(X). Alors

H(00) = /8 RaGLS

2w
Démonstration. Posons K = Cy \ X. Quitte a composer par une translation, on peut supposer

sans perte de généralité que 0 appartient a l'intérieur de K. Posons Xy := {z : 1/z € X}.

Alors X est un domaine borné n-connexe a frontiére rectifiable et 0 € Xy. Définissons une
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fonction hg sur Xo par ho(z) = h(1/z). On vérifie aisément que hy € E'(Xp), puisque si I'g

est une courbe de Jordan rectifiable dans X \ {0}, alors

L iyl
[ o2z = /F Ih(w)|

jw[?’
ot I := {2z :1/z € Ty}, et la fonction w ++ 1/w? est bornée sur X. Maintenant, si go(2) :=
(ho(2) — ho(0))/z, alors go € E1(Xy) et donc
L[ R k() 1 [ h)

B (00) = go(0) = — [ 20 TR0 g, 2 d
(00) = 90(0) = 5.2 X 2 T o Jox, 22

ou l'on a utilisé le Théoréme 4.10. Avec le changement de variable w = 1/z, on obtient le

résultat voulu. O

4.2.2 Fonction de Garabedian

Retournons maintenant au cas ol K est un sous-ensemble compact du plan borné par un
nombre fini de courbes de Jordan disjointes et analytiques par morceaux. Les estimés du
Théoréme 4.2 reposent essentiellement sur I’existence d’'une fonction ayant les propriétés (i) a
(v) du Théoréme 3.10. Or, dans le cas ou la frontiére n’est pas analytique, la définition de la
fonction de Garabedian 1 pose probléme. En effet, si 'on procéde comme dans le Théoréme

3.10 en définissant )
)= —(o F)F,
aj

alors 1) ¢ A(X). Le premier facteur est bel et bien continu sur X mais pas le second : F’ est
singuliére en chacun des points de rencontre entre les arcs analytiques de la frontiére de K ;
autrement dit, en chacun des points de E. Cependant, F' s’étend analytiquement & travers

chacun des arcs analytiques de la frontiére et donc 1 est continue sur X \ E.

Le prochain résultat est I’analogue du Théoréme 3.10 dans le cas qui nous intéresse. Rappelons
que X =Cqs \IN(, ot K est un compact borné par des courbes analytiques, et que F' : X — X

est une application conforme dont le développement au voisinage du point oo est de la forme
a— a_
F(Z) :a12+a0+—1+—22+...
z z
avec a # 0.

Théoréme 4.17. Soit QZ la fonction de Garabedian pour K. Définissons une fonction v sur
X par
Y= i(q;o F)F'.
a
Alors ¢ est une fonction de Garabedian pour K, dans le sens que

(i) 4 est holomorphe sur X et continue sur X \ E ;
(i1) ¥(o0) = 1/2ri
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(iii) 1 représente la fonctionnelle d’évaluation au point oo, dans le sens que pour chaque

g€ A(X),
' (00) = /a RGLGLS
(iv) fy (O IIdC] = (K ;

(v) ¥ posseéde un logarithme holomorphe. En particulier, il existe une fonction q holomorphe

sur X et continue sur X \ E avec q(00) = 1 telle que

q(2)* =2mi(z) (€ X\ E);

(vi) ¢ € EY(X). De fagcon équivalente, q¢ € E*(X).

Pour la preuve, on aura besoin du lemme suivant, analogue du Théoréme 3.9 :

Lemme 4.18. Soit X, X et F: X — X comme précédemment. Alors F' posséde un logarithme
holomorphe sur X. Plus précisément, il existe une fonction h holomorphe sur X et continue
sur X \ E telle que

F'(z) = ) (€ X\ E).

Démonstration. Montrons d’abord la premiére partie de I’énoncé.

Soit n le nombre de courbes bornant le compact K. Rappelons que par construction, F' est la

composition de n applications conformes de Riemann, disons

F=g¢1o¢a0-- 00y,

ou chaque ¢; envoie un certain domaine de Jordan non borné sur Co \ D, avec ¢;(00) = oo.

Montrons par induction sur n que F’ posséde un logarithme holomorphe sur X.

Considérons d’abord le cas n = 1. Alors X est un domaine de Jordan borné par une courbe
analytique par morceaux et F' est une application conforme de X sur Co.\D. Quitte & translater

X, on peut supposer que 0 ¢ X. Posons Xg := {z:1/z € X} et définissons

G(z) == (z € Xo).

On a

et donc

F'(1/2) = 22F(1/2)*G'(2) :== H(2) (z € Xp),

o H est holomorphe sur Xj. Remarquons que H # 0 sur Xy, puisque z — F'(1/z) envoie

Xo sur Coo \ D et lim, 0 22F(1/2)% = a% # 0. Comme X est simplement connexe, on a que
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H = e pour une certaine fonction Hy holomorphe sur Xo, et donc F'(z) = efo(1/2) .= ¢h(2)

pour z € X, ol h est holomorphe sur X. Ceci compléte la preuve dans le cas n = 1.
Supposons maintenant que le résultat est vrai pour n — 1, ott n > 2.

Puisque F' = ¢10¢g0---0 ¢y, on a

Fl(z) = $1((¢2 00 ¢n)(2))(¢2 0. n) ()
et le résultat découle immeédiatement de I’hypothése d’induction et du cas n = 1.
Enfin, la seconde partie de I’énoncé découle directement du principe de réflexion de Schwarz.

O
On peut maintenant démontrer le Théoréme 4.17 :

Démonstration. On a déja mentionné que 1) posséde la propriété (i) et la preuve de (ii) est
identique a celle de ’énoncé correspondant du Théoréme 3.10. En outre, comme F' est dérivable
partout sur la frontiére sauf en un nombre fini de points, on peut utiliser le théoréme de
changement de variable que ’on retrouve par exemple dans |37, Théoréme 7.26]. On démontre

ensuite les énonceés (iii) et (iv) de la méme fagon que dans la preuve du Théoréme 3.10.
L’énoncé (v), quant a lui, découle directement du Théoréme 3.5 et du Lemme 4.18.

Pour ce qui est de (vi), comme v := %(TZO F)F et Q,ZOF est bornée sur X, il suffit de montrer

que F' € E'(X). Ceci découle directement du fait que si C' est une courbe de Jordan rectifiable

/ F/(2)||dz] = / duo].
c F(O)

dans X, alors

4.2.3 Preuve des estimés

On a maintenant tous les outils requis pour démontrer le résultat suivant, analogue du Théo-

réme 4.2 :

Théoréme 4.19. Sous les hypothéses précédentes sur K, on a

™

+(K) = min {; [ 157 @Plaz g € B0, g(o0) = 1}

1
v(K) = max {2Reh’(oo) - —/ |h*(2)|?|dz| - h € E*(X), h(c0) = 0} .
21 Jox
Le minimum et le mazimum sont atteints respectivement par les fonctions g = q et h = fq,

ot f est la fonction d’Ahlfors pour K et q est la fonction du Théoréeme 4.17
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Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle du Théoréeme 4.2. Il suffit d’uti-
liser le Théoréme 4.17 & la place du Théoréme 3.10 ainsi que le Corollaire 4.16 au lieu du
Lemme 4.1. ]

Remarque. Le premier estimé entraine 'unicité de la fonction ¢ et, conséquemment, celle de
la fonction de Garabedian . En effet, ¢ est I'unique élément de norme minimale dans le
sous-ensemble convexe S 1= {g € E?(X) : g(co) = 1} de l'espace de Hilbert E?(X).

Remarque. En remplacant la fonction ¢ dans la preuve du théoréme précédent par une racine
p-iéme holomorphe de 27it) (dont 'existence est assurée par le Théoréme 4.17), on obtient

I'identité suivante, valide pour tout p > 1 :

(8 =min{ o= [ g pPlasl o7 € 100, ato0) =1

2 00X
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Chapitre 5

Calcul de la capacité analytique

5.1 Description de la méthode

Dans cette section, on présente une méthode basée sur les estimés des théorémes 4.2 et 4.19
pour le calcul numérique de la capacité analytique de sous-ensembles compacts K bornés par
des courbes de classe C'™° ou analytiques par morceaux. Cette méthode fournit des bornes

inférieures et supérieures rigoureuses pour y(K).

Considérons Ap(X) = {f € A(X) : f(oo) = 0}, o X = Cx \ K, et soit F C Ap(X)

un sous-ensemble choisi de sorte que span F soit dense dans Ay(X) par rapport a la norme

L?(0X,|d¢|) définie par
) 1/2
= d .
1£la ( [ 1 <|)

Un exemple naturel pour F est 'ensemble des fonctions de la forme (z —a)™, oun € Net a
appartient & un certain ensemble S contenant un point dans chaque composante de I'intérieur
de K. La densité de span F dans Ag(X) est une conséquence du théoréme de Mergelyan sur

I’approximation uniforme des fonctions holomorphes par des fonctions rationnelles.

Soit A :={g1, 92, - .., gn} un sous-ensemble fini de F dont les éléments sont appelés fonctions

d’approximation.

La méthode permettant d’obtenir des bornes supérieures pour (K) repose sur le principe

suivant :

— Déterminer la fonction g dans le span de g1, go, ..., g, qui minimise la quantité

1
— 1 %|dz|.
o IR CIL

On obtient ainsi une borne supérieure pour y(K), en vertu des théorémes 4.2 et 4.19.

Plus précisément, la procédure a suivre est la suivante :
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— Poser

9(2) ==Y ajg;(2),
j=1

ol aq,...,q, sont des nombres complexes a déterminer, et écrire o := ¢; + id;. Puis,

1
— 1 ?|dz|.
o S Ol

Ce faisant, on obtient une expression pouvant s’écrire sous la forme %XTAX +bx+ ¢, ou

calculer l'intégrale

x = (c1,¢2,...,Cpn,d1,da,...,dy), A est une matrice réelle de taille 2n x 2n symétrique

et définie positive, b est un vecteur réel de longueur 2n et ¢ est une constante positive.

— Déterminer les ¢; et les d; minimisant 'expression ci-dessus. Pour ce faire, il suffit de
résoudre le systéme linéaire

Ax+b=0.

— Enfin, créer un nouvel ensemble de fonctions d’approximation Aen ajoutant de nouvelles

fonctions de F a A, et répéter la procédure avec A remplacé par A.

Cette méthode permet d’obtenir une suite décroissante de bornes supérieures pour y(K).
Essentiellement la méme procédure fournit une suite croissante de bornes inférieures pour
~v(K) (il suffit d’utiliser le second estimé dans les théorémes 4.2 et 4.19).

5.2 Convergence des bornes

Le but de cette section est de montrer que I'on peut s’assurer que les bornes inférieures et

supérieures obtenues par la méthode soient arbitrairement proches les unes des autres.

Rappelons d’abord que le minimum et le maximum dans les théorémes 4.2 et 4.19 sont atteints
respectivement par les fonctions ¢ et fg, ou f est la fonction d’Ahlfors pour K et ¢ est la racine

carrée de 27 fois la fonction de Garabedian pour K.

Dans le cas ou chacune des courbes frontiéres est de classe C'°°, ces fonctions s’étendent
continiment & la fermeture de X. Conséquemment, par le théoréme de Mergelyan, il est
possible de les approximer uniformément sur X par des fonctions rationnelles avec poles dans
S, ot S est un ensemble fixé contenant un point dans chaque composante de l'intérieur de
K. D’autre part, le Lemme 4.1 entraine que si h, R € A(X) et |h — R| < € sur X, alors
|R'(00) — W (00)| < Ce, ont C est une constante qui dépend uniquement de K. Ainsi, pour
chaque € > 0, il existe des fonctions rationnelles Ry, Ry s’annulant au point oo et avec poles

dans S, telles que

1

1
—/ |1—|—R1(z)|2|dz|—e§7(K)§2ReR’2(oo)——/ Ro(2)2]dz] + e.
27‘( 0xX 271' ox

Ceci démontre la convergence des bornes dans le cas ou la frontiére est de classe C°.
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Si la frontiére est analytique par morceaux, on a besoin d’un analogue du théoréme de Mer-

gelyan pour la classe de Smirnov E?(X).

Soit donc K un sous-ensemble compact du plan borné par des courbes analytiques par mor-
ceaux. Par le Corollaire 4.9, on sait que A(X) C E?(X), mais s’agit-il d'un sous-ensemble
dense ? Autrement dit, est-ce que toute fonction h € E?(X) peut étre approximée sur X par

une suite de fonctions (f,) € A(X), dans le sens que

/ 07(2) — ful2)Pldz] > 0
00X

lorsque n — oo ?

Il s’avére que la réponse a cette question dépend de la géométrie du domaine en considération.
Dans le cas qui nous intéresse, la réponse est positive. Pour le montrer, introduisons d’abord

la définition de domaine de Smirnov :

Soit D C C un domaine de Jordan borné a frontiére rectifiable et soit ¢ : D — D conforme.
Dans ce cas, ¢’ € H'(D) et, puisque cette fonction ne s’annule pas, elle posséde une factorisa-

tion canonique de la forme
¢'(2) =8(2)Q(z) (2 €D),

ol S est une fonction intérieure singuliére et ), une fonction extérieure.

Definition 5.1. On dit que D est un domaine de Smirnov si S = 1; autrement dit, si ¢ est

une fonction extérieure.

On peut montrer que cette définition ne dépend pas de la fonction ¢, mais uniquement du
domaine D. Une condition suffisante pour que le domaine D soit un domaine de Smirnov est
que arg ¢’ soit borné supérieurement ou inférieurement. Géométriquement, cela signifie que la
rotation locale de ¢ est bornée ; grosso modo, la courbe frontiére ne peut avoir de spirale trop
prononcée. En particulier, D est un domaine de Smirnov si 9D est C°° par morceaux. Pour
de plus amples détails sur les domaines de Smirnov, le lecteur intéressé peut se référer a [10]
ou [34, Chapitre 7].

Definition 5.2. Soit 1 < p < co. On dit qu’une fonction h € LP(9D) appartient a la LP(9D)-

fermeture des polynomes s'il existe une suite (p,) de polynémes telle que

/ |h(2) — pn(2)Pldz] — 0 (n — o0).
oD

En identifiant chaque fonction de EP(D) avec ses valeurs frontiéres, EP(D) devient un sous-
espace fermé de LP(OD) contenant les polynéomes et donc aussi leur fermeture. En ce qui

concerne l'inclusion inverse, on a :
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Théoréme 5.3. EP(D) coincide avec la LP(OD)-fermeture des polynémes si et seulement si

D est un domaine de Smirnov.
Démonstration. Voir par exemple [10, Théoréme 10.6]. O
Le résultat suivant est une généralisation du Théoréme 5.3 aux domaines de connectivité finie,

du moins dans le cas p = 2 :

Théoréme 5.4. Soit D un domaine borné dont la frontiére consiste en un nombre fini de
courbes de Jordan disjointes et analytiques par morceaux, disons I'1,I'a,... , 'y,. Pour 1 < j <
n, soit Dj la composante connexe de Coo \I'; contenant D. Posons ai := oo et pour 2 < j < n,
fixzons un point a; dans lintérieur du complément de D;. Alors les fonctions rationnelles avec
poles dans 'ensemble {ay,as,...,a,} sont denses dans E*(D). Autrement dit, pour chaque
fonction h € E?*(D), il eviste une suite (R,)n,>1 de fonctions rationnelles avec poles dans

lensemble {ay,aq9,...,a,} telle que

/‘Vfu>—RA@Fua—+o
oD

lorsque n — 00.

Pour la preuve, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 5.5. Soit 1 < p < oo, soit U un domaine de Jordan borné a frontiére rectifiable et

soit K C U compact. Alors il existe une constante M = M (p, K) telle que

lg(w)| < M||g*[|,

pour chaque w € K et chaque fonction g € EP(U), ot

A T

Démonstration. Le résultat découle directement du Théoréme 4.10 et de I'inégalité de Holder.
O

Démonstration (Théoréme 5.4). Par le théoréme de décomposition (Théoréme 4.6), il suffit de
montrer que si h € E? (Dj), alors il existe une fonction rationnelle R; ayant un seul pole, en

aj, telle que 'intégrale
| @) - Ryl
oD

est arbitrairement petite. Soit donc € > 0.
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Considérons d’abord le cas j = 1, de sorte que h € E?(D;). Comme D; est un domaine
de Smirnov borné (9D; = T'1), en appliquant le Théoréme 5.3, on déduit l'existence d’un

polynéme P; tel que

/ Ih*(2) — Py(2)[2]d2| < e.
I

De plus, comme h — P; € E?(Dy), le Lemme 5.5 entraine l'existence d’une constante M

dépendant uniquement des courbes I'y,I's, ..., I', telle que

|h(w) — Py(w)> < M [ |h*(2) — P1(2)|?|dz| < Me (weTyU---UTY,).
I

Ainsi, on obtient

* 2 = *(2) — Pi(2)|?|dz ; z) — P1(2)|*|dz
/8D|h<z>—P1<z>| 'dz"/n'h” Pi(2)| 'd”;/pj'h” Py(2)2dz
<e(l+ ML),

ou L est la somme des longueurs des courbes I'g, I's, ..., I';,. Puisque le coté droit de 'inégalité

ci-dessus peut étre arbitrairement petit, ceci compléte la preuve dans le cas j = 1.

Supposons maintenant que 2 < j < n et soit h € E%(D;). On peut supposer que h(oc) = 0,
puisque cela fait partie de la conclusion du théoréme de décomposition. Supposons de plus que
a; = 0, quitte & translater D; si nécessaire. Soit Ej :={z:1/z € D;}. Alors 5j est un domaine
de Jordan borné dont la frontiére est une courbe analytique par morceaux ; en particulier, il
s’agit d'un domaine de Smirnov. Définissons une fonction g sur 5j par g(z) := h(1/z). On

vérifie facilement que g € E?(D;). De plus, g(0) = 0, de sorte que la fonction z — g(z)/z
appartient également a E2(15j). D’aprés le Théoréme 5.3,

/ 9" (2)
aD;

z
pour un certain polynéme P. Aprés le changement de variable w = 1/z, on obtient

1Vv12 1
wh*w—P—‘—dw < €.

Posons Q(w) := (1/w)P(1/w). Alors @ est une fonction rationnelle avec un seul pdle, en 0.

2
— P(z)‘ |dz| < e

L’inégalité ci-dessus devient
[ @) - Qu fdul <«
oD,

Maintenant, par le Lemme 5.5 encore une fois, il existe une constante M dépendant uniquement

des courbes I'y pour k # j telle que
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pour tout z € Iy, k £ 4§, ou Ty = {w:1/w e T';}. Ainsi,

/a I w) — Q) Pldu] = /F )~ Qi Pl + 3 /F 1) - Q) Pl

k#j
<e—|—§:/~
- JTy,

k#j
<e+MLe= 1+ ML),

99 po)[1az

ot L' est la somme des longueurs des courbes fk, k # j. Comme le coté droit peut étre

arbitrairement petit, ceci compléte la preuve du théoréme.
O

Remarque. Le fait que la frontiére de D soit analytique par morceaux n’intervient que pour
déduire que les domaines D; et l~?j, pour 2 < j < n, sont des domaines de Smirnov. Le résultat

demeure donc vrai sous cette hypothése plus faible.

Retournons maintenant au cas qui nous intéresse, c¢’est-a-dire celui ot K est un sous-ensemble
compact du plan borné par n courbes de Jordan analytiques par morceaux, et X = C, \ K.
Soit D le domaine borné obtenu en ajoutant un cercle extérieur, disons I'g, dont le rayon est
choisi suffisamment grand pour que K soit contenu dans l'intérieur Do de I'g. Si h € E%(X),

alors clairement h € E%(D). Le théoréme de décomposition permet d’écrire
h=ho+h+-+hy

ol h; € E*(D;) pour chaque j. Ainsi,
ho=h—hy—---—hy,

et donc, puisque h est holomorphe a I'extérieur de K, cela définit une extension holomorphe de
ho au plan complexe en entier, bornée au voisinage du point co. Par le théoréme de Liouville,
ho est constante. Maintenant, comme D est un domaine borné dont la frontiére est constituée
d’un nombre fini de courbes analytiques par morceaux, on peut appliquer le Théoréme 5.4 a
h sur ce domaine. Enfin, puisque hg est constante, on peut omettre le péle au point co. On

obtient donc :

Corollaire 5.6. Soit K un sous-ensemble compact du plan borné par n courbes de Jordan
analytiques par morceauz et soit X := Co \ K. Pour chaque 1 < j < n, fizons un point a;
Uintérieur de la j-iéme composante connexe de K. Alors les fonctions rationnelles avec poles

dans lensemble {a1,az, ..., a,} sont denses dans E*(X).
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5.3 Exemples numériques

Dans cette section, on présente plusieurs exemples de calcul numérique de la capacité analy-
tique, dans le but d’illustrer la méthode de la section 5.1. Tous les calculs ont été effectués

avec le logiciel MATLAB, sur un ordinateur standard.

5.3.1 Compacts bornés par des courbes analytiques
Exemple 5.3.1. Union de deux disques.

Dans cet exemple, K est I'union de deux disques de rayon 1 de centre —2 et 2 respectivement.

0.5

-

a
N

[ TR I T |

FIGURE 5.1: Le compact K pour I'exemple 5.3.1

Un choix naturel pour les fonctions d’approximation est 'ensemble des puissances de 1/(z —2)
et de 1/(z + 2). Or, pour des raisons d’ordre numérique, on utilisera plutot des fonctions de

la forme
1

)
z—aj

g;(2) =

ou les a; sont des points distincts appartenant a lintérieur de K. Avec ces fonctions, les
intégrales intervenant dans la méthode peuvent étre calculées analytiquement, grace au théo-
réme des résidus par exemple. On évite ainsi d’avoir a recourir 4 des méthodes de quadrature

numérique, ce qui résulte en une diminution significative des temps de calcul.

La position des poles a; est arbitraire. Typiquement, pour chaque disque centré en c de rayon

r, on considére des poéles en les points
{c, ctr, cxtri,ctry, ctryi,...,ctry,, ctryi},

oury,...,r, sont également distribués entre 0 et r.
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La Table 5.1 ci-dessous contient les bornes pour v(K') obtenues avec la méthode.

TABLE 5.1: Bornes inférieures et supérieures pour v(K) pour l'exemple 5.3.1

Poles par disque

Borne inférieure pour v(K)

Borne supérieure pour v(K)

Temps (s)

1

5

9
13
17

1.875000000000000
1.875593064023693
1.875595017927203
1.875595019096871
1.875595019097112

1.882812500000000
1.875619764386366
1.875595038756883
1.875595019097141
1.875595019097164

0.003279
0.007051
0.012397
0.017422
0.027115

Remarquons que dans ce cas particulier, il existe une formule explicite pour v(K). En effet, si
K =D(—c,r) UD(c,7),

ou 0 < r < ¢, alors on a la formule

1K) = 57~ va) i@ (5)

oll Y9 est I'une des fonctions theta de Jacobi :

Oa(q) =Y gD =20 A TT (1 - ®)(1 + )2,
n=1

neL

193((1) = Zq”2 = H(1 _ q2")(1 + q2n—1)2’
nez n=1

Va(q) = 2:(—1)"(1"2 = H(l P — P22
nez n=1

L’argument ¢ est donné par la solution dans (0,1) de I’équation
c 171
=3 va)

Un calcul élémentaire montre que
2¢ —r2 —2¢v/c2 — 12

q= >

La formule (5.1) découle facilement de celle de Murai dans [30], en faisant le changement de

variable classique
Ua(q)?

~ 95(q)?
et en utilisant les différentes identités reliant les fonctions theta et les intégrales elliptiques. On

k

mentionne néanmoins que, dans la formule pour v(K) dans [30], il y a un facteur ¢ manquant,

et la formule correcte est

. 12
7(0) = 2okt (57 ),
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ou F est I'intégrale elliptique compléte de premiére espéce.

Enfin, des manipulations algébriques élémentaires montrent que la formule (5.1) peut s’écrire

Y(K) = V2 —r295(q)%

sous la forme

Avec ¢ = 2 et 7 = 1, on obtient
~v(K) =~ 1.8755950190971197289.

Le lecteur peut comparer cette valeur avec les résultats numériques de la Table 5.1.
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Exemple 5.3.2. Union de 25 disques. Chacun des disques de la Figure 5.2 a un rayon de 0.4.

40O O O
s{ 0O O O
24 000~ 000
O g OIS

FIGURE 5.2: Le compact K pour I'exemple 5.3.2

TABLE 5.2: Bornes inférieures et supérieures pour (K ) pour 'exemple 5.3.2

Poles par disque | Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour v(K) | Temps (s)
1 4.073652478223290 4.219704181009330 0.177746
) 4.148169157685863 4.148514554979665 3.702191
9 4.148331342401185 4.148332498165111 11.606526
13 4.148331931858607 4.148331938572625 24.848263
17 4.148331934292544 4.148331934334756 41.342390
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Exemple 5.3.3. Union de quatre ellipses. Voici un dernier exemple de calcul de la capacité
analytique d’un compact borné par des courbes analytiques. Le compact K est composé de
quatre ellipses centrées en —3, 3, 10¢, —10i. Chacune des ellipses a un demi-grand axe de 2 et

un demi-petit axe de 1 :

FIGURE 5.3: Le compact K pour I'exemple 5.3.3

TABLE 5.3: Bornes inférieures et supérieures pour v(K) pour l'exemple 5.3.3

Poles par ellipse | Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour v(K) | Temps (s)
1 4.290494450313371 5.652385361022830 0.216726
) 5.252560204445119 0.409346641441133 5.050321
9 5.356419589376638 5.377445884292628 17.046010
13 5.370294221602940 0.372647798816198 32.329140
17 5.371887716798597 5.372042749677752 52.909583
41 5.371995573158984 5.371995871042409 334.479270

Dans cet exemple, les intégrales doivent étre calculées numériquement. Pour ce faire, on a

utilisé une quadrature adaptative de Gauss-Kronrod avec une tolérance d’erreur absolue et

relative de 1079,
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5.3.2 Compacts bornés par des courbes analytiques par morceaux

Dans cette sous-section, on présente différents exemples de calcul de la capacité analytique de

compacts bornés par des courbes analytiques par morceaux.

Exemple 5.3.4. Le carré. On considére le carré avec coins en 1, 1,

1

0.5 1

FIGURE 5.4: Le compact K pour I'exemple 5.3.4

T
0.5 1

—1, —i.

Pour n € N fixé, considérons les fonctions d’approximation {z77 : 1 < j < n}.

La Table 5.4 présente les bornes obtenues avec différentes valeurs de n :

TABLE 5.4: Bornes inférieures et supérieures pour v(K) pour l'exemple 5.3.4

Borne inférieure pour v(K)

Borne supérieure pour y(K)

Temps (s)

0.707106781186547
0.707106781186547
0.707106781186547
0.746499705182962
0.761941423753061
0.776589045256849
0.786857803378602
0.790942498354322

0.900316316157106
0.900316316157106
0.887142803070031
0.887142803070031
0.881014562149127
0.872341829081944
0.869257904380382
0.866133165258689

0.021981
0.069278
0.109346
0.145614
0.595552
9.537981
16.344379
33.595790

A la lumiére des résultats obtenus, une remarque est de mise. La convergence s’avére par-
ticuliérement lente, spécialement en comparaison avec les valeurs numériques des exemples
précédents. Cela provient du fait que la méthode, bien que naturelle, ne prend aucunement
en considération la nature géométrique de la frontiére. Dans le but d’accélérer la convergence,

le choix des fonctions d’approximation doit d’une certaine maniére refléter la présence de

singularités au bord.
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En vertu des théorémes 4.2 et 4.19, les fonctions & approximer sont

4(2) = e\/ (b 0 F)(2)VF'(2)

f(2)a(2) = ef (2)) (o F)(2)/F'(2)

pour une certaine constante ¢, ot F' est une application conforme de X sur Cy \ D avec

et

F(00) = oo et ou X dénote le complément du carré K par rapport & Co,. Par les théorémes

3.3 et 3.5, les fonctions f et \/(1; o F') s’étendent contintiment a la frontiére. Elles peuvent
donc étre approximées par des fonctions rationnelles avec poles a I'intérieur du carré. Ainsi, il
ne reste plus qu’a rajouter des fonctions d’approximation se comportant de fagon similaire &
VF' en chacun des coins. Si a est un des coins du carré, alors F' doit rectifier 'angle de 37 /2

a m, autrement dit, F' doit se comporter comme la fonction
( 5 — CL)2/3

au voisinage de a. En dérivant et en prenant la racine carrée, on obtient que (z — a)_l/ 6 devrait

étre une bonne approximation de v F' prés de a, & une constante multiplicative prés.

Puisque les fonctions d’approximation doivent étre holomorphes au voisinage du point co, on

— o\
(Zza) 16'

En vertu de ces remarques, on propose la méthode suivante pour le calcul de v(K) :

considérera plutot

Pour un entier n fixé, considérons les fonctions d’approximation

fi(2)

ok
pour j =0,1,2,3,4 et k=1,2,...,n, oll a1, as,as,as sont les coins du carré,
fo(z) =1
et 1/6
Z—a;\ "~ .
fi(z) = ( - ]> (j=1,2,3,4).

Utilisons cette méthode modifiée pour recalculer la capacité analytique du carré de I’exemple
5.3.4. Les résultats numériques obtenus sont nettement plus convaincants (voir la Table 5.5) ;

en effet, la convergence est beaucoup plus rapide.

Enfin, remarquons que dans ce cas, la réponse peut étre calculée analytiquement. En effet,

puisque K est connexe, on a

L(1/4)?
v(K) = cap(K) = \/5473/2 ~ 0.83462684167407318630,
7
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TABLE 5.5: Bornes inférieures et supérieures pour v(K)

n | Borne inférieure pour y(K) | Borne supérieure pour y(K) | Temps (s)
2 | 0.834566926465074 0.835066810881929 1.334885
3 | 0.834609482283050 0.834678782816948 2.918624
4 1 0.834622127643984 0.834628966618492 5.220941
5 | 0.834626255962448 0.834627566559480 8.022274
6 | 0.834626584020641 0.834627152182154 11.542859

ou cap(K) est la capacité logarithmique de K.

La méthode modifiée décrite ci-haut se généralise aisément a tout ensemble compact borné par
des courbes analytiques par morceaux. En effet, supposons que K est borné par m courbes
analytiques par morceaux, disons 7vi,...,%Vm. Fixons d’abord un point ¢ dans l'intérieur de
~1 et soit ai,as,...,an les différents points ot 1 n’est pas dérivable. Supposons que v fait
un angle extérieur de «; au point aj, ot 0 < «; < 27. Il suffit alors d’ajouter les fonctions

d’approximation
fi(z)

(z = o)

pour j =0,1,2,... Net k=1,2,...,n, ou

fo(z) =1
« (1/2)(m/a;-1)
Z—a; m/aj—
fil2) = (=) (i =12...,N)
z—c
On répéte ensuite la procédure pour les autres courbes va, ..., Vm.

L’exemple suivant illustre bien le tout :
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Exemple 5.3.5. Union de deux carrés, d’un triangle équilatéral et d’un rectangle.

T T T A
-4 -2 0 2 \4/

FIGURE 5.5: Le compact K pour 'exemple 5.3.5

TABLE 5.6: Bornes inférieures et supérieures pour (K ) pour 'exemple 5.3.5

n | Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour v(K) | Temps (s)
1 | 2.688593215018632 2.724269900679792 10.371944
2 | 2.693483826380926 2.695819902453329 32.881242
3 | 2.693867645864377 2.694261483861710 71.562216
4 1 2.693961062687599 2.694025016036611 122.607285
5 | 2.693971930182724 2.693982653270314 184.203252




Exemple 5.3.6. Union d’un disque et de deur demi-disques. Le dernier exemple est un com-
pact borné par des courbes analytiques par morceaux mais non polygonales. Il s’agit d’un
exemple typique de géométrie apparaissant fréquemment en mathématiques appliquées, fai-

sant intervenir une frontiére lisse & I'exception de quelques singularités.

4 -

£

2 3 4

NN,

\(i
FIGURE 5.6: Le compact K pour 'exemple 5.3.6

Le compact K est composé du disque unité et de deux demi-disques de rayon 1 centrés en 3

et 3i. Cet ensemble fut également étudié dans [36] et ensuite dans [35], pour le calcul de la

TABLE 5.7: Bornes inférieures et supérieures pour (K ) pour 'exemple 5.3.6

n | Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour y(K) | Temps (s)
2 | 2.118603690751346 2.123888275897654 2.546965
3 | 2.120521869940459 2.121230615594293 4.926440
4 | 2.120666182274863 2.120803766391281 9.488024
5 | 2.120694837101383 2.120716977856280 13.679742
6 | 2.120703235395670 2.120709388805280 22.344576
7 | 2.120704581010457 2.120707633546616 28.953791
8 | 2.120705081159854 2.120706704970516 34.781046

capacité logarithmique. En particulier, il fut démontré que cap(K) € [2.19699,2.19881]. Les

résultats de la table précédente sont donc cohérents avec l'inégalité

Y(K) < cap(K).

Pour conclure cette sous-section, une bréve remarque est de mise. En comparant les exemples
de la sous-section 5.3.2 avec ceux de la sous-section 5.3.1, on constate immédiatement que la

convergence est plus lente dans le cas analytique par morceaux. En fait, on ne peut espérer

52



avoir une convergence similaire dans les deux cas. Cela provient du fait que dans le cas ou les
courbes ne sont pas analytiques, les fonctions extrémales du Théoréme 4.19 ne possédent pas

de prolongement analytique & travers I’ensemble de la frontiére.
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Chapitre 6

Le probléme de la sous-additivité

Ce chapitre est dédié a I'étude de la question suivante :

Est-il vrai que
VEUF) <y(E)+~(F) (6.1)

pour tous sous-ensembles compacts E, F' du plan? Autrement dit, la capacité analytique est-

elle sous-additive 7

Certains résultats semblent indiquer que la réponse est positive. En effet, en premier lieu, un
résultat de Suita [43] affirme que la capacité analytique est sous-addititive dans le cas ou E et
F sont connexes et disjoints. En second lieu, I'inégalité (6.1) est vraie siy(E) = 0ou~y(F)=0:
il s’agit d'une conséquence immédiate de [17, Chapitre 1, Théoréme 1.4]. Troisiémement, le
Théoréme 2.17 implique que la capacité analytique est sous-additive pour les sous-ensembles
compacts de 'axe réel. Enfin, Tolsa [44] démontra en 2003 que la capacité analytique est

semi-additive, dans le sens qu’il existe une constante universelle C telle que
VEUF) < C(y(E) +~(F))

pour tous sous-ensembles compacts E, F'. Toutefois, la valeur exacte de la constante C' optimale

demeure encore a ce jour inconnue.

Un obstacle majeur dans 1'étude de U'inégalité (6.1) est qu’il demeure extrémement difficile en
pratique de déterminer la capacité analytique d’un ensemble compact donné. En fait, comme
nous 'avons vu au chapitre 2, il est méme difficile de déterminer si celle-ci est positive ou
non! Or, & la lumiére des exemples présentés a la sous-section 5.3.1, la méthode pour le calcul
numérique de la capacité analytique du chapitre 5 se révéle trés efficace dans le cas d’unions
finies de disques disjoints. Le théoréme suivant affirme qu’heureusement, ce cas particulier

suffit dans ’étude du probléme de la sous-additivité :

Théoréme 6.1. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) Y(EUF) <~(E)+~(F) pour tous sous-ensembles compacts E, F.
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(i) yV(EUF) <~(E)+~(F) pour tous sous-ensembles compacts disjoints E, F qui sont des

unions d’un nombre fini de disques fermés et disjoints, tous de méme rayon.

Clairement (7) implique (i7), mais l'autre implication est loin d’étre triviale. La preuve de cette
derniére requiert une approche discréte a la capacité analytique due & Melnikov [29].
6.1 L’approche de Melnikov

Soit z1,29,...,2n, € C et soit r1,7r9,...,r, des nombres réels positifs. Définissons Z =
(21,22,...,2n) €t R := (r1,72,...,7y), €t supposons que |z; — zx| > rj + r, pour j # k,

de sorte que les disques fermés E(zj, r;j) sont mutuellement disjoints. Définissons également

K(Z,R) := U D(z;,75)

J=1
et
n
1= Ml(Z7 R) = Sup{‘zaj‘}7
i=1
ol le supremum est pris sur tous les nombres complexes aq,...,a, tels que

\En: - szj( <1 (:€C\K(ZR)).
=1

Clairement, uy < v(K(Z, R)).

Enfin, pour chaque compact K C C et pour chaque é > 0, on dénote par K; le §-voisinage
fermé de K.

Le lemme suivant est précisément ce dont on a besoin pour démontrer le Théoréme 6.1 :

Lemme 6.2. Soit K C C compact et soit d,e¢ > 0. Alors il existe z1,...,2, € Ks et 0 <r <§
tels que |zj — zix| > 2r pour j # k, et

pi(Z,R) = (1= e)y(K),
ot Z = (z1,...,2n) et R=(r,...,r). En particulier,

V(K(Z,R)) = (1 —e)v(K).
Démonstration. Voir [29, Lemme 1]. O

On peut maintenant démontrer 'implication (i7) = (i) du Théoréme 6.1 :
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Démonstration. Supposons que (i) est faux, c’est-a-dire qu’il existe des compacts F, F' avec
VEUF) > y(E) +~(F).

Soit 0 < e < y(EUF)—~(E)—~(F). Par la Proposition 2.11, il existe un § > 0 suffisamment
petit tel que

V(Eas) <(E) +¢€/3 (6.2)

et
V(F2s) < (F) +€¢/3. (6.3)

Par le Lemme 6.2, il existe 21, 22,...,2, € (EUF)s et 0 <1 < 4 tels que
VK (Z,R)) =2v(EUF) —¢€/3,

ot les disques ﬁ(zj, r) sont mutuellement disjoints. Maintenant, pour chaque j € {1,2,...,n},
soit w; € EUF avec |zj — wj| = dist(zj, EU F) < §. Soit A I'union des disques D(z;,r) avec
w; € E et B l'union des disques D(zy,r) avec wy, € F'\ E.

Alors A C FEys et B C Fys. De plus, puisque AUB = K(Z,R), on a

VAUB) > y(EUF) - ¢/3

E)+~(F)+e—¢€/3

(
(
YE) +e/3+~(F) +¢/3
(

ou l'on a utilisé les inégalités (6.2) et (6.3). Ainsi, (ii) est faux. O

6.2 Capacité analytique discréte et sous-additivité

Pour Z = (21,...,2,) € C", ol z; # 2z, pour chaque j # k, et pour r > 0, définissons
n
WZr) =7 (UDz.7)
j=1

Supposons de plus que les disques E(zj, r) sont mutuellement disjoints.
Par le Théoréme 6.1, la sous-additivité de la capacité analytique est équivalente a
WZr) <2 1) +9(Z2",7)

pour tout z1,...,2, € C et pour tout m € {1,2,...,n — 1}, ou Z = (z1,...,2,), 4 =

"
(21, -y 2m) et Z" = (a1, -+ oy 2n)-
L’inégalité ci-dessus peut s’écrire sous la forme

R(Z,r,m) <1,
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ou

v(Z,r)
Y2\ r) + (2", r)

Ceci illustre 'importance que revét 'étude de la quantité R(Z,r,m).

R(Z,r,m) :=

Le but de cette section est d’obtenir le développement asymptotique suivant pour R(Z,r,m) :

Théoréme 6.3. Fizons z1,29,...,2, € C et fitons m € {1,2,...,n— 1}. Alors

R(Z,r,m) =1—Cr*+0(r®)

lorsque m — 0, ot C est une constante strictement positive dépendant uniquement de m,n et

2132y ++5%m-

Pour la preuve du Théoréme 6.3, on a besoin d’une version discréte de la capacité analytique

introduite par Melnikov [29].

Pour Z = (z1,...,2,) et 7 > 0, définissons la capacité analytique discréte X par
" 2
XNZ,r) = sup{‘z aj‘ },
j=1
ot le supremum est pris sur tous les (aq,...,a,) € C" tels que

ST ) <

Introduisons également les constantes suivantes :

M(Z,r) —7’422

A Hék’ k_Z]’4
N(Z,r) —7’(22’ — ’2>1/2M(Z,r)1/2.
PR

Alors on a

Théoréme 6.4. Soit Z = (z1,...,2,) € C" et soit r > 0. Supposons que les disques D(z;, 2r)

sont mutuellement disjoints. Alors

v(Z,r)

H—T(Z,r) <ANZ,r) <A +2M(Z,r)v(Z,7r).

Corollaire 6.5. Soit K C C compact et soit d,¢ > 0. Alors il existe zq,...
0 <7 <4 tels que |zj — 2| > 2r pour j # k et

V(K) —~v(Z,7)| <,

,2n € Ky et

ot Z = (z1,...,2yn). De plus, on peut choisir Z et r de sorte que M(Z,r) <€ et N(Z,r) <e
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Démonstration. Voir [29, Théoréme 2 et Corollaire|. O

Obtenons maintenant une expression pour A(Z,r) plus facile & manipuler. On procéde comme

dans [29].

Un calcul élémentaire montre que

S ngts

) = (0 + Blasa),

— k_%
oua = (ay,...,an), Dg est la matrice diagonale avec chaque entrée sur la diagonale principale
égale a r et B = (bji), ou
r
b = .
= 2 (25 = 2m) (ZK — 2m)

z
m#jk 7

Ici (-,-) dénote le produit scalaire standard sur C™.

La matrice B peut s’écrire sous la forme B = CDrC*, ot C' = (c¢j,) est la matrice de Cauchy

associée a z1,...,2n, 1.€.

Cjk = (J#k),  ¢;=0.

zj —
Comme dans [29, Lemme 3|, on obtient

AMZ.7) = (D" + CDRrC™)7H(1), 1),
onl=(1,1,...,1) eC™
Le lemme suivant contient des estimés pour la capacité analytique discréte :

Lemme 6.6. Soit Z = (21,...,2,) € C™ et soit r > 0. Alors

nr —r3(CC*(1),1) < MZ,r) < nr —r3(CC*(1),1) + r5(CC*CC*(1),1).
Démonstration. Voir [29, Lemme 4]. O

On aura également besoin du lemme suivant :

Lemme 6.7. Fizons z1,...,2z, € C et, comme précédemment, soit Z = (z1,...,2y), 4 =

(215 y2m) €t Z" = (Zma1,- -y 2n)-

Ecrivons a := (CC*(1), 1), o/ := (C'C"™*(1), 1) et o := (C"C"*(1), 1), ou C,C'",C" sont les

matrices de Cauchy associées a Z,Z',Z". Alors

a>d +d.
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Démonstration. D’abord, remarquons que
(CC™(1),1) = (C"(1),C"(1))

=222 A=

ik I#jk

XYt LS e

J k#jUI#7, k

Un calcul élémentaire montre que la seconde somme est égale a

Z < 4S(Zj,Zk,Z[ ) Z
|2j — 2kll2; — 2l |2k — 2] Q(zj, 21, 21)?

j<k<l j<k<l

ou S(zj, 2k, z) est laire du triangle avec sommets en zj, z, 21 et Q(zj, 2k, 21) est le rayon du
cercle passant par les points z;, zi, 2 (si zj, 2, 2 sont colinéaires, on définit S(z;, 2, 2) := 0
et Q(zj, 2k, 21) = 00). Le résultat suit. O

On peut maintenant démontrer le Théoréme 6.3 :

Démonstration du Théoréme 6.3. Ecrivons M(Z,r) := Ar* et N(Z,r) := Br3, ot A, B ne

dépendent pas de r. Définissons également
B:={(CC*CC*(1),1), B :=(C'C*C'C"™(1),1), B":={C"C"™C"C"*(1),1),
ou C,C",C" sont comme dans le Lemme 6.7.

Par le Théoréme 6.4 et le Lemme 6.6, on a

(14 4Br3)(1 + 24rYHY\(Z,7)

R(Z <
( ,r,m) — )\(Z/7T)+)\(Z//,T)

nr — ar® + Brd

< (1+4Br?)(1 + 24Ar*
< (1 +4Br7)(1 + T)mr—a’r?’—l-(n—m)r—oz”r?’

—ar? + 57‘4
— (o +a")r?

= (1+4Br%)(1 + 24Ar )

Maintenant, par le Lemme 6.7, o = o/ + a” + § pour un ¢ > 0, et donc

n— (o' +a +6)r* + prt
n— (a/ +a’)r?

§ g
N 3 4 2 4
= (1L +4Br7)(1 4 24r )(1 - (o + a")r? Lz (o/+o/')7"2)

R(Z,r,m) < (1 +4Br3)(1 + 2ArY)

= (1 +4Br3)(1 + 24r%) (1 _ %2y O(r4)>
n
5
_q1_9,2 3
T + O(r),

lorsque 7 — 0.
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En procédant de facon similaire, on obtient I'inégalité inverse :

_ _ AMZ,r)
Z > (14 24rH7 Y1 +4Br3)~! ’
R( 7T7m)—( + T) ( + T) A(Z,,T‘)—F)\(Z”,T)
3
> (14 24rY) "1 (1 + 4Br%)~! nr—ar
> (1+24r%) " (1+ ) mr—O/T?’—i-ﬂ’TS—i-(n—m)r—a”rg—i-,@”TE’
n—arz

= (14247711 +4Br3)~!

n— (O/ + a//)r2 + (/8/ + 5//)T4
n— (a/ +a")r? — or?
n — (O/ + O//)Tz + (5/ + 5”)7"4
57,2 + (5/+5//)T4 >
n — (O/ + ()4”)7‘2 + (5/ + B//)T4

= (1 +2A4rYH)7 (1 +4Br3) ! (1 - %ﬂ + O(r4))

= (1+24rYH7 (1 +4Br3)~!

— (1 4+ 24rY) 711 4 4Br3) L <1 -

1)
=1——r"+0(r*),
n
lorsque r — 0. O

Remarque. Des propriétés intéressantes du rapport R(Z,r, m) découlent directement du Théo-
réme 6.3. En premier lieu, pour Z et m fixés, le développement asymptotique implique que
R(Z,r,m) < 1 pour tout r suffisamment petit et que R(Z,r,m) — 1 lorsque r — 0%. Une

autre conséquence du Théoréme 6.3 sera abordée dans la prochaine section.

6.3 Une conjecture reliée au probléme de la sous-additivité

6.3.1 Formulation de la conjecture

Rappelons qu’en vertu du Théoréme 6.1, la sous-additivité de la capacité analytique est équiva-
lente a la sous-additivité dans le cas particulier d’unions disjointes d’un nombre fini de disques
fermés et disjoints, tous de méme rayon. Pour de tels ensembles compacts, la méthode pour le
calcul numérique de la capacité analytique du chapitre 5 s’avére particuliérement efficace ; voir
les exemples numériques de la sous-section 5.3.1. Cela nous a donc permis d’effectuer plusieurs

expérimentations numeériques.

Plus précisément, fixons Z = (z1,...,2,) € C" et m € {1,...,n—1}. Soit r > 0 suffisamment
petit pour que les disques ﬁ(zj,r) soient mutuellement disjoints. Rappelons que le rapport
R(Z,r,m) est défini par

V(EUF)

BT R )
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et

n

F = U D(zj,7).

j=m+1
En utilisant la méthode numérique du chapitre 5, on peut facilement calculer des bornes

inférieures et supérieures pour le ratio R(Z,r,m).

Tous les calculs numériques effectués semblent indiquer que la capacité analytique est bel et

bien sous-additive, ce qui équivaut a 'inégalité
R(Z,r,m) <1

pour chaque Z, r, m. Beaucoup plus suprenant demeure le fait que le rapport R(Z, r, m) semble

diminuer lorsque r augmente.

Conjecture. Fixons Z = (z1,...,2,) et m € {1,...,n—1}. Alors R(Z,r,m) est une fonction
décroissante de r.

En vertu de la remarque de la fin de la section précédente, une preuve de cette conjecture

impliquerait la sous-additivité de la capacité analytique.

Mentionnons également que la démonstration du Théoréme 6.3 entraine que, pour Z et m

fixés, le rapport R(Z,r, m) est décroissant en r et ce, pour tout r suffisamment petit.

[Nlustrons maintenant la conjecture par quelques exemples numériques.
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6.3.2 Exemples numériques

Exemple 6.3.1. Pour ce premier exemple, le nombre de disques est n = 40, et m = 20. Le
compact F est composé des 20 disques dont la frontiére est en trait gras, tandis que F' est

I’union des disques restants.

IS

0O0OO0OO00
0000000
OOO0OO00LO00
LO00LO0LO0
OO0

[

[S)

=3
T

FIGURE 6.1: Le compact F U F' pour 'exemple 6.3.1

Pour 500 valeurs du rayon r également distribuées entre 0 and 0.499, on a calculé des bornes
inférieures et supérieures pour le rapport R(z,r,m). La Figure 6.2 illustre le graphe de la
borne inférieure en terme de r. Le graphe pour la borne supérieure, quant & lui, est presque

identique. En effet, les deux graphes différent par au plus 0.002481.

Lower bound for R(Z,r,m)

o o o
S o o ~ o p==
> 53 = =l = il
T T T T T

o

o

[l
T

o
3

. . . .
0.1 0.2 03 0.4 05
radius r

o

FIGURE 6.2: Graphe du rapport v(E U F)/(v(E) + v(F)) pour 'exemple 6.3.1
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Exemple 6.3.2. Les centres des disques sont également distancés sur I'axe réel. Le nombre

de disques est n = 10, et m = 5.

-0.4

FIGURE 6.3: Le compact E' U F' pour I'exemple 6.3.2

0.951

o
o o o
= a ©
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Lower bound for R(Z,r,m)

o

~

o
T

0.7F

065 . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

radius r

FIGURE 6.4: Graphe du rapport v(E U F)/(y(E) + ~v(F')) pour 'exemple 6.3.2
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Exemple 6.3.3. Les disques sont centrés de fagon plutédt aléatoire. Le nombre de disques est
n =18, et m = 12.

b o
P
O - o
O 0 O - o
D\ O-fQ\ N\ NN
MY 6 2 lqu2o\4j 6 %

FIGURE 6.5: Le compact E' U F' pour I'exemple 6.3.3
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Lower bound for R(Z,r,m)
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. . . .
0 0.1 0.2 03 0.4 05
radius r

FIGURE 6.6: Graphe du rapport v(E U F)/(y(E) + ~v(F')) pour 'exemple 6.3.3
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Exemple 6.3.4. Ce dernier exemple montre que la situation peut changer drastiquement si
I'on fixe le rayon de certains des disques tout en laissant le rayon des autres disques varier.
Les disques de gauche sont fixés, avec un rayon de 0.49. Les rayons des deux disques centrés

en 10 et 11 varient simultanément, de 0 & 0.499.

FIGURE 6.7: Le compact E'U F' pour 'exemple 6.3.4
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FIGURE 6.8: Graphe du rapport v(E U F)/(v(E) + v(F)) pour 'exemple 6.3.4
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6.3.3 Preuve de la conjecture dans le cas n = 2

On termine ce chapitre par une preuve de la Conjecture 6.3.1 dans le cas le plus simple, celui
de n = 2.

Théoréme 6.8. Soit E et F' deux disques fermés et disjoints de rayon r. Alors

Y(EUF)
V(E) +~(F)

est une fonction décroissante de r.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que E et F' sont centrés en c et

—c respectivement, ot c > 0et 0 <7 < c.

L’idée principale de la preuve présentée dans [48] est due a Juan Arias de Reyna. On y
démontre le résultat en utilisant la formule suivante pour la capacité analytique en terme des

fonctions theta de Jacobi (voir 'équation (5.1)) :

YEUF) = g(% — \/?1)192(61)2,

ol q est la solution dans l'intervalle (0,1) de I'équation
c 1,1
=3l va)

On présente ici une autre démonstration, basée cette fois sur ’expression suivante pour v (FE U

F) due a Murai [30] :

T K(V1— k;z)) 6.4

YEUF) = %ck’K(k‘) tanh <§ K

ou K est 'intégrale elliptique compléte de premiére espéce et k est donné par la relation

c 7 K(vV1—k?)
e cosh <§7K(k:) > . (6.5)

L’avantage de cette seconde preuve est qu’elle ne requiert pas les propriétés modulaires des
fonctions theta. On utilise uniquement des notions élémentaires de calcul, ce qui parait plus

naturel dans une preuve de monotonie d’une fonction donnée.

Pour démontrer le résultat, il suffit de montrer que la fonction suivante est décroissante en k,

en vertu des équations (6.4) et (6.5) :

F(k) := kK (k) sinh (g%k_)w) (k € (0,1)).
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Adoptons la notation standard suivante :

Tel que mentionné préalablement, K dénote l'intégrale elliptique compléte de premiére es-
péce et E, lintégrale elliptique compléte de seconde espéce. Aussi, posons k' := /1 — k2 et

définissons W)
e

de sorte que f(k) = kK (k)sinh u(k).

On aura également besoin des formules classiques suivantes pour les dérivées des fonctions K,
Eetp:
dK E-FK’K dJdE E-K du 2

dk — kk? 0 dk k0 dk 4KKPK?
On considére séparément les deux cas suivants :
Cas 1: k€ (0,0.97)
Montrons que f’(k) < 0 pour k € (0,0.97). Pour ce faire, on a besoin de deux lemmes :

Lemme 6.9. Pour k € (0,1), on a

2T
2K + 1

tanh (k) <

Démonstration. Posons q := exp (—nK(k')/K(k)) = exp (—2u(k)). Cette quantité porte gé-

néralement le nom de nome de Jacobi, et 'on a

T > qk
K==[1+4y —

(voir par exemple [2, Equation (3.14), p.50]). Ainsi,

2 1
fK<1+4———_2—i2—1
l—q¢ 1-9¢
ie.
1- 2
q < T .
1+qg 2K+
D’autre part, clairement (1 —¢)/(1 + ¢) = tanh p(k) et le résultat suit. O

Lemme 6.10. Soit , -
E° - kK*K
o(k) = PR (k € (0,1)).

Alors ¢ est une fonction croissante de (0,1) sur (0,1).

Démonstration. Voir [2, Equation (17), p.70]. O
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On peut maintenant montrer que f’ < 0 sur (0,0.97). Les formules de dérivées entrainent que

iy L . B 77_2 cosh u(k)
et donc f’(k) < 0 si et seulement si
4K E tanh p(k) < 72 (6.6)

Par le Lemme 6.9, il suffit de montrer que

8tKE _
< .
K =T (k € (0,0.97))

ie.

SKE — 21K — 72 <0 (k€ (0,0.97)).
Définissons (k) := SKE — 2rK — 2. Puisque E(0) = K(0) = 7/2, on a ¢(0) = 0. Il suffit
donc de montrer que ¢ est décroissante sur (0,0.97). Les formules de dérivées permettent
d’obtenir

1
Y = 7 (8(E* — k”K?) — 21(E — k*K))
et donc 9" < 0 sur (0,0.97) si et seulement si
E? —K?K? &

Remarquons que la quantité E — k2K est positive en vertu de la formule de dérivée pour K

(K est strictement croissante). Or, par le Lemme 6.10, on a, pour k € (0,0.97),

E2 _ k,/2K2
= n < . ~ 0.7432 4 ~ (0.78540.
e = (k) < 6(0.97) ~ 0.74325 < /4 ~ 0.78540
Ceci compléte la preuve pour le cas 1.

Cas 2 : k€0.97,1)

On aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 6.11. Soit —co < a < b < o0 et soit g,h : [a,b] = R deux fonctions continues et
dérivables sur (a,b). Supposons que h' < 0 sur (a,b) et que ¢'/I est décroissante sur (a,b).
Alors

est aussi décroissante sur (a,b).

Démonstration. Par le théoréme de la moyenne, pour chaque = € (a,b), il existe y € (z,b) tel

que
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Mais h(z) — h(b) > 0 et h'(z) < 0, donc (h(xz) — h(b))h'(z) < 0. En multipliant I'inégalité

ci-dessus par cette quantité, on obtient

W (x)(g(x) — g(b)) > ¢'(x)(h(x) — h(b)),

ie.
d _
A gl@) o) _
dz h(xz) — h(b)
O
Lemme 6.12. Pour k € (0,1), on a
tanh pu(k) > kY4,
Démonstration. Ceci découle directement de la formule suivante pour &’ :
o
K = ] tanh* ((2n — 1)p(k)),
n=1
que l'on retrouve par exemple dans |2, Théoréme 5.24| U
Lemme 6.13. Soit ¢ > 1/2. Alors
p(k) == KK
est décroissante sur (0,1).
Démonstration. Voir |2, Théoréme 3.21].
O

Montrons maintenant que f est décroissante sur [0.97,1). Ecrivons

ot g(k) = sinh u(k) et h(k) = (kK)~!. Alors g(1) = h(1) =0 et

2
sy —m cosh u(k)
E
h'(k) = TR2ERK2

En particulier, A’ < 0 sur (0,1). Ainsi, par le Lemme 6.11, il suffit de montrer que ¢'/h’ est

décroissante sur [0.97,1). Or, on a

g_’_ﬂ_Qk'coshu(k‘). 72~
Vo4 E T4

i
|
<
—
=
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Montrons donc que J’ < 0 sur (0.97,1). En utilisant les formules de dérivées encore une fois,

on obtient

1 7% Esinh p(k
Y'(k) = 2 <K cosh pu(k) — ZW;)> ;

et donc ¢ < 0 sur (0.97,1) si et seulement si

77_2 E tanh p(k)

3
K<4 Pz

(k € (0.97,1)).

Par le Lemme 6.12 et le fait que £ > 1, il suffit de montrer que

2 (1./\1/4
5 _ 7 (K)
K- < Z /2

(k €(0.97,1)),

c’est-a-dire
(k € (0.97,1)).

Or, par le Lemme 6.13, on a, pour k € (0.97,1),

(YK = (¢(k))? < (6(0.97))° =~ 1.90360 < %2 ~ 2.46740.

Ainsi, f est décroissante sur [0.97,1).

Ceci termine la preuve du théoréme. O
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Deuxiéme partie

Fonctions d’Ahlfors rationnelles
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Chapitre 7

Probléme de Jeong—Taniguchi et

théoréme de représentation de Bell

7.1 Restrictions de fonctions rationnelles

Soit K C C un compact borné par n courbes de Jordan analytiques disjointes et soit X :=
Cwx \ K. Alors X est un domaine n-connexe et par le théoréme d’Ahlfors (Théoréme 3.3), la
fonction d’Ahlfors f sur X est une application holomorphe propre de degré n de X sur D.
De plus, en vertu du principe de réflexion de Schwarz, f s’étend & une fonction holomorphe

f: X — D qui envoie chacune des courbes frontiéres de K de facon homéomorphe sur T.

Rappelons qu’en général, il est fort difficile d’identifier explicitement la fonction d’Ahlfors pour
un tel ensemble compact donné. Toutefois, le fait que f doit étre une application holomorphe
propre de degré n de X sur D peut étre utilisé pour obtenir de bons candidats de fonctions

d’Ahlfors.

En effet, soit R une fonction rationnelle de degré n avec R(oo) = 0. Rappelons que le degré
d’une fonction rationnelle R = P/Q est donné par le maximum entre les degrés de P et Q.
Si R est de degré n, alors chaque point dans la sphére de Riemann posséde exactement n
préimages, en comptant les multiplicités. Soit X := R™}(D), de sorte que co € X et que
chaque pole de R est a l'extérieur de X. Notons qu’en général, X n’est pas forcément un
domaine n-connexe ; supposons néanmoins pour le moment que c’est le cas. Alors R: X — D
est une application holomorphe propre de degré n qui envoie chacune des courbes frontiéres de
X de fagon homéomorphe sur T. Ainsi, R posséde les propriétés requises d’un candidat pour
la fonction d’Ahflors sur X.

Ceci motive la définition suivante :

Definition 7.1. Soit R une fonction rationnelle de degré n. Alors R est appelée fonction

d’Ahlfors rationnelle si R~1(D) est un domaine n-connexe contenant le point co et si R est la
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fonction d’Ahlfors sur R~1(DD).

Le probléme suivant fut soulevé par Jeong et Taniguchi [25] :

Probléme 7.2 (Jeong—Taniguchi). Déterminer toutes les fonctions d’Ahlfors rationnelles de

degré n.

Remarquons que si R est une fonction d’Ahlfors rationnelle, alors R(co) = 0 et R'(c0) >
0. De plus, par le Corollaire 2.16, les fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré 1 sont les
transformations de Mobius de la forme a/(z — p) avec p € C et a > 0. En outre, par la
loi de transformation des fonctions d’Ahlfors sous application conforme (Proposition 3.7), les
fonctions d’Ahlfors rationnelles se comportent bien sous précomposition par une application

affine :

Proposition 7.3. Soit a,b € C avec a # 0, et soit R une fonction rationnelle de degré n.
Alors R est une fonction d’Ahlfors rationnelle si et seulement si Q(z2) := (a/la|)R(az+b) lest

ausst.

Dans les chapitres subséquents, on s’intéresse au Probléme 7.2 d’abord d’un point de vue
analytique, en identifiant explicitement des familles de fonctions d’Ahlfors rationnelles, puis
d’un point de vue topologique, en décrivant des propriétés topologiques de ’ensemble des

fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré fixé.

Plus précisément, les sections restantes du chapitre 7 sont dédiées aux principaux outils dont
nous aurons besoin tout au long de 1’étude du probléme de Jeong—Taniguchi, soit le théoréme
de représentation de Bell ainsi que le théoréme de Bieberbach sur les applications de Grunsky.
Ensuite, au chapitre 8, on donne une solution partielle au Probléme 7.2 en exhibant, pour
chaque entier n > 2, deux familles de fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré n, chacune
présentant une symétrie particuliére. On détermine également toutes les fonctions d’Ahlfors
rationnelles de degré 2. Ces résultats fournissent de nouveaux exemples explicites de fonctions
d’Ahlfors et donc a fortiori, de capacités analytiques. Par la suite, on illustre les résultats
obtenus avec des exemples numériques, grace a la méthode pour le calcul de la capacité ana-
lytique introduite au chapitre 5. Les différents résultats obtenus de méme que la solution du
Probléme 7.2 en degré 1 et 2 semblent indiquer qu’une fonction rationnelle R de degré n telle
que R(c0) = 0 et R™Y(D) est n-connexe est une fonction d’Ahlfors rationnelle si tous ses
résidus sont positifs. Or, on présente un exemple numérique montrant que la positivité des

résidus n’est pas une condition suffisante pour étre une fonction d’Ahlfors rationnelle.

Le chapitre 9, quant a lui, est consacré a ’étude des propriétés topologiques de A(n), 'en-
semble des fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré n. A I’aide du théoréme de représentation
de Bell et de plusieurs théorémes de convergence de type Carathéodory, on construit un homéo-

morphisme permettant d’obtenir plusieurs informations topologiques intéressantes sur A(n).
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Comme application, on montre que la positivité des résidus n’est pas non plus une condition

nécessaire pour étre une fonction d’Ahlfors rationnelle.

7.2 Fonctions rationnelles n-good

Soit R une fonction rationnelle de degré n et soit X := R~!(ID). La proposition suivante, dont
une version apparait dans [26, Lemme 2.7|, décrit précisément les conditions qui nous assurent

que X est un domaine n-connexe :

Proposition 7.4. Les énoncés suivants sont équivalents :

(1) Cx \ X posséde au moins n composantes connezes ;

(2) X et Coo \ X possédent 1 et n composantes connexes respectivement ;

(3) X est conneze et borné par n courbes de Jordan analytiques disjointes ;

(4) R envoie chaque composante de Coo \ X de fagon homéomorphe sur Coo \ D ;

(5) Toutes les valeurs critiques de R sont dans D.

Démonstration. Les implications (3) = (2) = (1) sont claires.

Supposons que Y := Cy \ X posséde m composantes connexes, disons K7, ..., K,,, ot m > n.
Remarquons que pour chaque j, K; est compact et la restriction R : Kj — Co \ D est ouverte,
ce qui implique que R(K;) = C \ D, par connexité. Comme le degré de R est n, on doit donc
avoir m = n. De plus, chacune des restrictions R : Kj = C \ D doit étre injective et donc un
homéomorphisme, car il s’agit d’une bijection continue sur un ensemble compact. Ceci montre

que (1) implique (4).

Si R envoie chaque composante de Y de fagon homéomorphe sur C, \ D, alors en particulier
QY est constitué d’un nombre fini de courbes de Jordan disjointes. Ceci implique que tout
point critique de R ne peut appartenir & Y. Ainsi, comme R est localement injective sur
Iintérieur de Y, il suit que chacun des points critiques de R doit appartenir & X, autrement

dit, que toutes les valeurs critiques de R sont dans . Ceci montre que (4) implique (5).

Il reste & montrer que (5) implique (3). Supposons que toutes les valeurs critiques de R
sont dans D. Alors R est un revétement non ramifié de degré n de Y sur Co, \ D. Comme
ce dernier est simplement connexe, il découle des propriétés du revétement universel que Y
posséde exactement n composantes et que chacune d’entre elles est homéomorphe & Cy, \ D.
Le complément X de ces domaines de Jordan fermés et disjoints est nécessairement connexe.
Enfin, comme R est localement conforme sur 90X, chacune des courbes frontiéres de X doit

étre analytique.
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Definition 7.5. Une fonction rationnelle R de degré n avec R(o0) = 0 qui satisfait l'une ou

I’autre des conditions de la Proposition 7.4 est dite n-good.
Remarquons qu'une fonction rationnelle n-good ne peut avoir le point co comme valeur cri-
tique, et donc tous ses poles doivent étre simples.

Soit R une fonction rationnelle n-good. En décomposant R en fractions partielles, on obtient

que R = R, pour un certain (a,b) € (C\ {0})" x C", unique a permutation prés, ot

n iy
Ra7b(z) ::ZZ—]b"
=1 !

Les nombres complexes non nuls aq,...,a, sont les résidus de R. On déduit donc de cette

représentation que R/(00) est égal a la somme des résidus de R, soit Z;‘L:I aj.

Definition 7.6. On définit R(n) C (C\ {0})" x C" comme étant l'ensemble des (a,b) tels

que la fonction rationnelle R, est n-good.

Un ensemble similaire, appelé coefficient body for Bell representations, fut considéré dans [24]
et [26]. Une autre variante de ensemble R(n) fut également étudiée dans [11] en lien avec
les travaux de Sharon et Mumford [39] dans la théorie récente de la vision numérique et de la

reconnaissance d’image.

Remarquons que 'ensemble R (n) est invariant sous l'action du groupe symétrique 3,,.

7.3 Applications de Grunsky et représentations de Bell

Soit X C C, un domaine n-connexe non dégénéré contenant le point oc.

Definition 7.7. Une application holomorphe propre f : X — D de degré n avec f(oco) =0
est appelée application de Grunsky sur X.

Remarquons que pour chaque X, la fonction d’Ahlfors f : X — DD est une application de
Grunsky sur X. En effet, & 'aide du théoréme de représentation de Riemann, on montre
facilement que X est conformément équivalent & un domaine borné par n courbes de Jordan

analytiques disjointes. La conclusion découle ensuite directement du Théoréme 3.3.
On utilisera & plusieurs reprises le résultat classique suivant :

Lemme 7.8. Supposons que X est borné par n courbes de Jordan analytiques et disjointes,
disons Ev, ..., E,, et soit f : X — D une application holomorphe propre. Alors f s’étend a
une fonction holomorphe f : X — D et il existe un entier m tel que cette extension est de

degré m, i.e. chaque point du disque unité fermé D posséde exactement m préimages dans X
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en comptant les multiplicités. De plus, m > n et si m = n, alors pour chaque j, la restriction

f:E; — T est un homéomorphisme.

La partie existence du théoréme suivant est due & Jeong et Taniguchi [25]|. La partie unicité,

quant & elle, est nouvelle.

Théoréme 7.9 (Théoréme de représentation de Bell). Soit X C Cy, un domaine borné par n
courbes de Jordan analytiques disjointes. Soit f : X — D une application holomorphe propre de
degré n. Alors il existe une fonction rationnelle R de degré n ainsi qu’une application conforme

g: X — R-1(D) telles que f = Rog.

De plus, si f = Qoh pour une autre fonction rationnelle QQ de degré n et une autre application

conforme h : X — Q~1(D), alors il existe une transformation de Mdbius M telle que Q =
RoM™'eth=Mog.

Démonstration. Pour une preuve de la premiére partie du théoréme, voir [25] ou encore [14].

Pour la partie unicité, supposons que f se factorise aussi sous la forme f = Qo h. Remarquons
que R et @ sont n-good puisque X est n-connexe et g : X — R-1(D), h : X — Q-1(D)
sont conformes. Soit K1, ..., K, les composantes connexes de R~ (Cy \ D) et Ly,..., Ly, les

composantes connexes de Q~!(Cy, \ D), numérotées de sorte que I'application conforme

hog™': R-YD) - Q-1(D)
envoie 0K vers dL; pour chaque j.

Par la Proposition 7.4, R envoie chacune des composantes K; de facon homéomorphe sur

Cwo \ D, et similairement pour ). Définissons une application M : Co, — C, par

)

og Yz our z -1
M) m { hog™!(z) powr & R™\(D)
Q ' oR(z) pourze R (Cx \D)

ot la fonction Q' o R est choisie de sorte qu’elle envoie K j vers L. Alors M est un homéo-
morphisme, conforme sur le complément de OR! (D). Or 9R~(D) est composé de n courbes
de Jordan analytiques et disjointes. Ainsi, par le théoréme de Morera, on déduit que M est
conforme sur la sphére de Riemann, et est donc une transformation de Mobius. Enfin, par
construction, Qo M = Ret M og = h. ]

Corollaire 7.10. Tout domaine n-connexe non dégénéré est conformément équivalent & un

domaine de la forme R™Y(D), pour une certaine fonction rationnelle R de degré n.

Démonstration. Ceci découle directement de la remarque précédent le Lemme 7.8 et du Théo-
reme 7.9. U
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Si 'on requiert que la fonction g du Théoréme 7.9 soit normalisée d’une certaine fagon, alors

la factorisation f = R o g est unique.

Definition 7.11. Soit h une fonction méromorphe au voisinage du point co. On dit que h est
normalisée a linfini si
lim (h(z) — z) = 0;

Z2—00

autrement dit, si h posséde un développement de Laurent au voisinage du point oo de la forme

di  do
h(z) = —+ = +...
(2) Z+z+z2+

Notons que la seule transformation de Mobius normalisée & 'infini est 'identité.

Corollaire 7.12. Soit X un domaine n-connere non dégénéré contenant le point oo et soit
f: X — D une application de Grunsky sur X. Alors il existe une unique fonction rationnelle

n-good R et une unique application conforme g : X — R~ (D) normalisée a Uinfini telles que

f=Rogy.

Démonstration. En appliquant le théoréme de représentation de Riemann a n reprises, on peut
supposer que X est borné par n courbes de Jordan analytiques disjointes. Soit f = R o g une
factorisation comme dans le Théoréme 7.9. Quitte & composer g par une transformation de
Mobius et R par son inverse, on peut supposer que g est normalisée & 'infini. Alors on a que
R(c0) = R(g(c0)) = f(00) = 0 et que R71(D) = g(X) est n-connexe, donc R est n-good. Soit
f = Qoh une autre factorisation, ot h est normalisée a U'infini et ) est n-good. Par la seconde
partie du Théoréme 7.9, il existe une transformation de Mobius M telle que Q = Ro M1 et

1

h = M o g. Au voisinage du point oo, on a M = ho g™, et donc M est normalisée a I'identité

a l'infini. Par conséquent, M est I'identité. O

Definition 7.13. La paire (R, g) du Corollaire 7.12 est appelée représentation de Bell de X

associée a f.

Remarque. Le Corollaire 7.12 illustre & merveille I'intérét d’une étude approfondie du probléme
de Jeong—Taniguchi. En effet, si X est un domaine contenant le point co et borné par n courbes
de Jordan analytiques disjointes, alors la fonction d’Ahlfors f : X — ID est une application
de Grunsky sur X. Ainsi, par le Corollaire 7.12, f peut se factoriser sous la forme f = Ro g,
oit R est n-good et g : X — R™1(D) est une application conforme normalisée a I'infini. Par la
Proposition 3.7, R est une fonction d’Ahlfors rationnelle de degré n. En combinant ceci avec le
théoréme de représentation de Riemann, on obtient donc que toute fonction d’Ahlfors sur un
domaine n-connexe non dégénéré contenant le point oo est conformément équivalente a une
fonction d’Ahlfors rationnelle de degré n. Autrement dit, résoudre le Probléme 7.2 fournirait
une description précise d’essentiellement toutes les fonctions d’Ahlfors, augmentant par le fait

méme de facon considérable notre compréhension de la capacité analytique.
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Soit X C C un domaine contenant le point co et borné par n courbes de Jordan analytiques
et disjointes, disons Ff1, ..., F,. Si f est une application de Grunsky sur X, alors pour chaque
J,larestriction f : E; — T est un homéomorphisme. En particulier, il existe un unique o; € E;
tel que f(c;) = 1. Le résultat suivant stipule que tout n-tuple (ov,...,0p) € Bl X -+ x E,

peut étre obtenu de la sorte :

Théoréme 7.14 (Bieberbach [6], Grunsky [21]). Soit a; € Ej pour chaque j. Alors il existe
une application holomorphe propre f : X — D de degré n telle que f(aj) =1 pour chagque j.
De plus, si g : X — D est une autre application holomorphe propre de degré n avec glaj) =1

pour chaque j, alors g = M o f, ot M est un automorphisme du disque unité avec M(1) = 1.
Démonstration. Voir par exemple [5, Théoréme 2.2| ou encore |27, Théoréme 3]. O

Pour obtenir I'unicité, il suffit d’introduire une certaine normalisation :

Corollaire 7.15. Soit X C Cy, un domaine contenant le point oo et borné par les courbes
de Jordan analytiques E1, ..., E,, et soit aj € E; pour chaque j. Alors il existe une unique

application de Grunsky f sur X telle que f(oj) =1 pour chaque j.

Démonstration. Soit g : X — D une application holomorphe propre de degré n avec glaj) =1

pour chaque j, comme dans le Théoréme 7.14. Définissons

(1—g(c0)) (9(2) —g(0))
(1=9(0)) (1 - g(c0)g(2))

f(z) =

Alors f: X — D, étant la composition de g par un automorphisme du disque unité, est aussi
une application holomorphe propre de degré n. De plus, f(oo) = 0, donc f est une application

de Grunsky sur X, et f(a;) =1 pour chaque j.

Si h est une autre application de Grunsky sur X avec h(c;) = 1 pour chaque j, alors h = Mo f
pour un certain automorphisme M du disque unité fixant le point 1. Or M (0) = M (f(c0)) =
h(c0) = 0 et donc M doit étre I'identité. O

Definition 7.16. La fonction f du Corollaire 7.15 est appelée application de Grunsky sur X

pour (aq,...,0m).
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Chapitre 8

Exemples de fonctions d’Ahlfors

rationnelles

8.1 Fonctions d’Ahlfors rationnelles admettant une symétrie

de réflexion

Dans cette section, on détermine explicitement une famille de fonctions d’Ahlfors rationnelles
de degré n, pour tout entier n > 2. Pour chaque fonction rationnelle R de cette famille, le
domaine R~!(D) admet une symétrie de réflexion, ce qui permet de montrer que la fonction
d’Ahlfors f sur R~(D) prend la valeur 1 exactement aux mémes points que R. Ainsi, par la
partie unicité du Corollaire 7.15, on déduit que f = R et donc que R est une fonction d’Ahlfors

rationnelle.

Théoréme 8.1. Définissons

R(z) =Y —X

)
j=1 P
ot les poles p1 < pa < - -+ < pp, sont distincts et réels, et les résidus a1, ao, ..., a, sont positifs.

Supposons que R~1(D) est n-connere, autrement dit, que R est n-good. Alors R est la fonction
d’Ahlfors sur R~1(D).

Remarque. Par la Proposition 7.3, pour chaque b # 0 et chaque ¢ € C, la fonction R est une
fonction d’Ahlfors rationnelle si et seulement si (b/[b])R(bz 4 ¢) 'est aussi. Le Théoréme 8.1
entraine donc que toute fonction rationnelle n-good dont les poles sont colinéaires et dont les

résidus sont positifs est une fonction d’Ahlfors rationnelle.

On aura besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 8.2. Soit R comme dans le Théoréeme 8.1. Alors R est réelle seulement sur I’axe réel,
et ORI (D) NR est constitué de 2n points a1 < By < ag < B2 < -+ < an < Py tels que
R(aj) = —1 et R(Bj) = 1 pour chaque j.
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Démonstration. Puisque aq,...,an,p1,...,pn € R, on a que RIRU{oco}) C RU{oo}. De plus,

R ==X o5

i=1
quantité strictement négative sur R\ {p1,...,pn}.
Ainsi, R décroit de 0 & —oo sur (—o0,p1), puis décroit de +o00 & —oo sur (p;,pj+1) pour j =

1,...,n—1, et enfin décroit de +o00 a 0 sur (py,, +00). En particulier, R prend chaque valeur réelle

exactement n fois sur R. Comme R est de degré n, on déduit que R~} (RU {co}) = RU {oo}.

Puisque OR™1(D) = R7Y(0D), on a que (AR71(D)) NR = R~1({—1,1}). Comme R est stric-
tement décroissante sur R \ {p1,...,pn}, il suit que R(a;) = —1 et R(B;) = 1 pour chaque
7J.

]

Lemme 8.3. Soit E l'union d’un nombre fini d’intervalles fermés et disjoints contenus dans

l’axe réel, disons
E = U?Zl[Cj,dj],

ot ¢j < dj pour chaque j. Alors la fonction d’Ahlfors pour E est donnée par

et en particulier est réelle et décroissante sur R\ E.

Démonstration. Sur C\ E, définissons

1 dt
9(z) '_§/Ez—t

ed(z) _ 1

et

f(z) = 9 417

Alors par le Corollaire 2.18, f est la fonction d’Ahlfors pour E. Un calcul simple montre que

o (%) -

J

—e\1/2 ’
o (=) "+

f(z) =

Clairement, g et f sont réelles sur R\ E et g est strictement décroissante sur R\ E. Puisque
la fonction exponentielle est croissante sur R et que h(z) = (z — 1)/(z + 1) est croissante sur

RT, on déduit que f est décroissante sur R\ E.
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On peut maintenant démontrer le Théoréme 8.1 :

Démonstration du Théoréeme 8.1. Soit f la fonction d’Ahlfors sur le domaine n-connexe X :=
R™Y(D). Alors f : X — D est une application de Grunsky sur X. Soit oy < f1 < ag < B2 <
-+ < ay < By les points d’intersection de 0X avec R. Montrons que f(5;) = 1 pour chaque j.

Remarquons d’abord que X est symétrique par rapport a 'axe réel, puisque R(z) = R(z). De
plus, comme R est n-good, chaque composante de X est une courbe de Jordan symétrique
par rapport a I’axe réel. Il est facile de voir que dans ce cas, X NH est un domaine de Jordan, ou
H est le demi-plan supérieur. Soit ¢ : X N H — H un homéomorphisme, conforme sur X NH,
avec 1(00) = co. On peut étendre ¢ & X en entier grace au principe de réflexion de Schwarz.
La fonction résultante ¢ est une application conforme de X sur Y, le complément dans C, de
n intervalles fermés et disjoints contenus dans I'axe réel. Puisque v préserve l'orientation sur la

frontiére, on a que ¢ est strictement croissante sur X NR. En particulier, lim,_, ¢(2)/z > 0.

Soit g la fonction d’Ahlfors sur Y. Par la loi de transformation des fonctions d’Ahlfors sous
application conforme (Proposition 3.7), on a que f = goy. Ainsi, f est strictement décroissante
sur X NR, puisque ¢ y est strictement croissante et g est strictement décroissante sur Y NR =

©(X NR), par le Lemme 8.3. De plus, on a que f(0X NR) C IDNR = {—1,1}, et donc
flej) = =1 et f(Bj) =1 pour chaque j € {1,2,...,n}.

Enfin, R est aussi une application de Grunsky sur X avec R(f;) = 1 pour chaque j, par le
Lemme 8.2. Ainsi, par le Corollaire 7.15, f = R. O

Le résultat suivant est une réciproque partielle du Théoréme 8.1 :

Théoréme 8.4. Soit R une fonction rationnelle de degré n dont tous les poles et les résidus
sont réels. Si R est une fonction d’Ahlfors rationnelle, alors tous ses résidus doivent étre

positifs.

Démonstration. Posons X := R~1(D). Rappelons d’abord que puisque la fonction R est n-
good, elle ne peut avoir que des poéles simples. Montrons maintenant que R ne peut avoir de

point critique sur X NR.

L’hypotheése sur les poles et les résidus entraine que R(zZ) = R(z). Ainsi, comme dans la preuve
du Théoréme 8.1, il existe une application conforme ¢ de X sur Y, le complément dans la
sphére de Riemann d’un nombre fini d’intervalles fermés et disjoints contenus dans ’axe réel,

telle que p(00) = 00 et ¢ est strictement croissante sur X N R.

Soit g la fonction d’Ahlfors sur Y. On vérifie facilement & I'aide du Lemme 8.3 que g n’a pas
de point critique dans Y NR. Ceci est également vrai pour R sur X NR, puisque comme R

est la fonction d’Ahlfors sur X, on a que R = g o ¢ par la Proposition 3.7.
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Maintenant, comme R est la fonction d’Ahlfors sur X, la somme de ses résidus R'(o0) est
positive. Ainsi, au moins 'un d’entre eux doit étre positif. Si I'un d’eux est négatif, alors il
doit forcément y avoir deux poles consécutifs p; et p;1 tels que les résidus correspondants

ont des signes opposés. Ainsi,

lim R(t) = lim R(t) =+oo

t—)p;-L t—>p;+1

et donc R posséde un point critique dans l'intervalle (p;,p;+1). Or, par la Proposition 7.4,
celui-ci doit appartenir & X. Il suit que R posséde un point critique dans X N R, ce qui est

une contradiction. Ainsi, tous les résidus de R doivent étre positifs. U

On conclut cette section avec la question suivante :

Question 8.5. Soit R une fonction rationnelle n-good telle que R(z) = R(Z) pour tout z.
Supposons de plus que tous les résidus de R sont positifs. Alors R est-elle une fonction d’Ahlfors

rationnelle ¢

On reviendra a cette question dans I'exemple 8.4.5.

8.2 Fonctions d’Ahlfors rationnelles avec symétrie

rotationnelle

Dans cette section, on présente une seconde famille de fonctions d’Ahlfors rationnelles. Pour
chaque fonction R appartenant & cette derniére, R~!(D) admet une symétrie rotationnelle, ce
qui permet de montrer que la fonction d’Ahlfors f sur ce domaine posséde les mémes zéros

que R. On déduit ensuite que f = R.
Théoréme 8.6. Soitn > 2,0 < a < n(n— 1)1/ et R(z) := az"" /(2" — 1). Alors R est

une fonction d’Ahlfors rationnelle.

Démonstration. D’abord, remarquons que

no?'+(n—1)

R'(z) = —az 1)

Soit ¢ = €™/ et w = ¢2. Les points critiques de R sont
(n—1)""qwmn—1)""q,... 0" (n—1)""g
et 0 avec multiplicité n — 2. De plus, R(0) =0 et

\R(wk(n — 1)1/"q)] =a(n — 1)("_1)/"/71 <1,
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et donc X := R™!(ID) est connexe et borné par n courbes de Jordan analytiques et disjointes,

par la Proposition 7.4.

Soit f la fonction d’Ahlfors sur X. Alors f : X — D est une application de Grunsky. Montrons
que f posséde les mémes zéros que R, c’est-a-dire un zéro simple au point co et un zéro de

multiplicité n — 1 a l'origine.

Un calcul direct montre que wR(wz) = R(z) et donc wX = X. Ceci entraine que wf(wz) =
f(2), puisque le coté gauche est holomorphe sur X, a valeurs dans D et posséde la méme
dérivée au point co que f. Supposons que f s’annule en un certain point z € X,z # 0, c0.

"=l et 0o, un total de n + 1 points distincts,

Alors f doit s’annuler aux points z,wz,...,w
ce qui est impossible puisque f est de degré n. Ainsi, 0 et oo sont les seuls zéros de f. Or,
f'(00) > 0 et donc le zéro au point oo est simple. Par conséquent, le zéro a lorigine doit étre

de multiplicité n — 1.

Il découle de ceci que f/R et R/f sont toutes deux holomorphes sur X. Puisque |f/R| = 1
sur 0X, le principe du maximum appliqué aux deux quotients entraine que |f/R| = 1 sur
X. Enfin, par le principe de l'application ouverte, f/R est une constante unimodulaire. Mais
f'(c0) et R'(0c0) = a sont tous deux positifs, d’ot 'on déduit que f = R. O

_ PPN _ 2 _ 1 1
Remarque. Pour n = 2, le Théoréme 8.6 affirme que R(z) = az/(2* —1) = § (z_-i-l + ﬂ)
est une fonction d’Ahlfors rationnelle et ce, pour chaque a € (0,2). Bien sir, cela découle

directement du Théoréme 8.1, mais la preuve ci-dessus est plus élémentaire. Posons M(z) :=
24 Alors

z—i"

J(2) == iRo M(z) = zg <z2j + z;) = %(z +1/2)

est la fonction d’Ahlfors sur J~!(ID) par rapport au point i = M ~!(c0), par la loi de transfor-
mation des fonctions d’Ahlfors sous application conforme. Ceci fut démontré dans [4] par un

argument nettement plus compliqué.

La fonction rationnelle R(z) := az"~!/(z" — 1) peut s’écrire sous la forme
a Zn: 1
had —,
nigr-w

et donc R a le méme résidu, a/n, en chacun de ses poles. Les poles de R forment un n-gone

régulier de rayon 1 centré en l'origine. Par la Proposition 7.3, (b/|b|)R(bz + ¢) est également
une fonction d’Ahlfors rationnelle et ce, pour chaque b # 0 et chaque ¢ € C. Ainsi, toute
fonction rationnelle ayant n podles simples formant un n-gone régulier de rayon p avec résidus

correspondants tous égaux a r > 0 est une fonction d’Ahlfors rationnelle si I'inégalité
r/p < (n— 1)/

est satisfaite.
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8.3 Fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré 2

Dans cette section, on donne une solution compléte au Probléme 7.2 en degré n = 2.

Théoréme 8.7. Une fonction rationnelle R de degré deuz est une fonction d’Ahlfors ration-
nelle si et seulement si elle s’écrit sous la forme
a a
1 + 2 :
Z—=p1 Z2—DP2

R(z) =

ot p1,p2 € C sont distincts et ai,as sont des nombres réels positifs satisfaisant ay + a2 <

|p1 — pal.

Démonstration. Par la Proposition 7.3, il suffit de montrer qu’une fonction rationnelle de degré
2 avec poles en 0 et 1 est une fonction d’Ahlfors rationnelle si et seulement si elle peut s’écrire

sous la forme

aq a9
R(z) = — :
(2) z+z—1

ol a1, as sont des nombres réels positifs satisfaisant aq + ag < 1.

(<) Les points critiques de R sont les solutions de I’équation
ar(z —1)% +az2? =0,

données par
ay + Z'w /a1a9
a; + a2
Un calcul élémentaire montre que les valeurs critiques correspondantes sont

(a1 — CLQ) F 2 /ai1a9t
et que leur module est a; + a9, quantité strictement inférieure a 1 par hypothése.

Par la Proposition 7.4, R~(D) est doublement connexe. Il découle ensuite du Théoréme 8.1

que R est une fonction d’Ahlfors rationnelle.

(=) Supposons que R est une fonction d’Ahlfors rationnelle de degré 2 avec poles en 0 et 1 et

écrivons
aj as

R(z) =

z  z—1

ot aj,ay € C\ {0}. On doit montrer que les résidus a; et ag sont en fait positifs.

Montrons d’abord que a; et as sont réels, autrement dit, que R est égale a

Q) =RE =212

z  z—1

Tout d’abord, on affirme qu’il existe une application conforme g : R~!(D) — Q~!(D) satisfai-

sant g(oco) = oo et lim, o0 g(2)/2 = A pour un A € C avec |\| = 1.
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En effet, par hypothése, R~1(ID) est un domaine doublement connexe et est donc conformément
équivalent & un anneau circulaire. Par conséquent, il existe une involution anticonforme .J :
R7Y(D) — R1(D) fixant le point co de méme que chacune des courbes frontiéres. Puisque

la conjugaison complexe envoie R~H(D) sur Q~*(D), g(z) = J(z) est I'application conforme

cherchée. La limite A = lim,_,~ J(2)/2 est unimodulaire puisque J o J = id.

Considérons maintenant AQ o g. Il s’agit d'une fonction holomorphe de R=(D) vers D telle
que

(AQ 0 g)'(00) = Q'(00) = R'(o0) = R'(c0),
ou l'on a utilisé le fait que R'(0o0) > 0, puisque R est une fonction d’Ahlfors rationnelle. Par

unicité de la fonction d’Ahlfors, il suit que
R=XQog.

Maintenant, par la partie unicité du Théoréme 7.9, on obtient que g est la restriction d’une
transformation de Md&bius pour laquelle I’égalité R = AQ o g est valide sur C, en entier. Par
construction, g envoie chacune des courbes frontiéres de R~!(ID) sur son image par conjugaison
complexe, et donc g(0) = 0 et g(1) = 1. Puisque g(o0) = 00, ceci entraine que g est I'identité.
Ainsi, A\=1et R=Q.

Ceci montre que les résidus aq et as de R sont réels. Par le Théoréme 8.4, ceux-ci doivent étre
positifs. Enfin, leur somme a1 + as doit étre strictement inférieure & 1 pour que R~1(D) soit

doublement connexe, en vertu du calcul de la premiére partie de la preuve.

8.4 Exemples numériques

Les résultats des sections précédentes semblent indiquer qu’une fonction rationnelle n-good
dont tous les résidus sont positifs est forcément une fonction d’Ahlfors rationnelle. La méthode
numérique du chapitre 5 pour le calcul de la capacité analytique nous a permis d’effectuer diffé-
rentes expérimentations afin de vérifier cette intuition. Dans cette section, on présente d’abord
quelques exemples numériques dans le but d’illustrer les résultats obtenus précédemment. On
donne par la suite un exemple numérique d’une fonction rationnelle 3-good dont les résidus
sont positifs mais qui n’est pas une fonction d’Ahlfors rationnelle. Ainsi, il s’avére qu’en géné-
ral, la positivité des résidus n’est pas une condition suffisante pour étre une fonction d’Ahlfors

rationnelle. On verra au chapitre 9 que cette condition n’est pas non plus nécessaire.

Dans les exemples numériques subséquents, on s’intéresse au calcul de la capacité analytique

d’ensembles compacts de la forme

K ={z€C:|R(z)| > 1},

89



ol R est une fonction rationnelle n-good. En vertu de certaines considérations numériques, on

se restreindra au cas ou le degré n de R est au plus 3.

La méthode du chapitre 5 fait intervenir le calcul d’intégrales sur la frontiére de K, par rapport
& la mesure de longueur d’arc. Conséquemment, une premiére étape demeure 1’obtention d’une
paramétrisation de la frontiére, ce qui s’effectue en résolvant pour z l'équation R(z) = e,
Ceci équivaut a déterminer les racines d’un polynéme de degré au plus 3, ce qui s’accomplit
facilement & l'aide du logiciel MAPLE. La deuxiéme étape consiste en 'utilisation de la méthode
du chapitre 5 pour obtenir des bornes inférieures et supérieures pour la capacité analytique
v(K). Cette partie du travail numérique est effectuée a l'aide du logiciel MATLAB. Enfin,
mentionnons que toutes les intégrales ont été calculées numériquement avec la méthode de

quadrature adaptative de Gauss-Kronrod et une précision de 107°.
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Exemple 8.4.1.
0.2

R(Z):z—l

La figure ci-dessous représente la frontiére du compact K := {z € C: |R(z)| > 1} :

0.3
z+1

O
NG

T
0.5

N
U/

FIGURE 8.1: La frontiére de K pour l'exemple 8.4.1

La Table 8.1 contient les bornes pour 7(K) obtenues avec la méthode. Les fonctions d’ap-

proximation utilisées sont {(z £1)77 : 1 < j < n}.

TABLE 8.1: Bornes inférieures et supérieures pour v(K) pour l'exemple 8.4.1

Borne inférieure pour v(K)

Borne supérieure pour y(K)

0.492562045464946
0.499952584760167
0.499996718252636
0.499999889557678
0.499999996043969

T W N =3

0.500047419736669
0.500003281768904
0.500000110442346
0.500000003956031
0.500000000292436

Par le Théoréme 8.7, R est la fonction d’Ahlfors pour K et donc

v(K) = R'(00) = 0.2+ 0.3 =0.5.

Les valeurs numériques obtenues sont donc cohérentes.
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Exemple 8.4.2.
0.95 0.98
R(z) = .
(2) z+1 + z—1

La figure ci-dessous représente la frontiére du compact K := {z € C : |R(z)| > 1}. Celle-ci est

constituée de deux courbes de Jordan analytiques, non convexes et disjointes.

La Table 8.2 contient les bornes pour (k) obtenues avec la méthode. Les fonctions d’ap-

FI1GURE 8.2: La frontiére de K pour I'exemple 8.4.2

proximation utilisées sont {(z £1)77 : 1 < j < n}.

TABLE 8.2: Bornes inférieures et supérieures pour (K ) pour 'exemple 8.4.2

Borne supérieure pour v(K)

n | Borne inférieure pour v(K)

1 | 1.469145654305464 1.998883274734441
2 | 1.863490503463674 1.997657625980182
3 | 1.864633834925701 1.957570768708159
4 | 1.902817542815138 1.956984859867938
5 | 1.903387234304595 1.944734961210238
10 | 1.924138647216576 1.935693736889831
20 | 1.928820666790728 1.931123140362772
30 | 1.929615838914482 1.930334911010434
35 | 1.929706466138935 1.930230869959049
40 | 1.929751020215389 1.930091261090859

Par le Théoréme 8.7, R est la fonction d’Ahlfors pour K et donc

Encore une fois, les résultats numériques obtenus sont cohérents avec la valeur prédite, méme

Y(K) = R'(00) = 0.95 + 0.98 = 1.93.

si la convergence est plus lente dans ce cas-ci.
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Exemple 8.4.3.
0.1 0.2 0.4

z +z—|—2+z—5'

La figure ci-dessous représente la frontiére du compact K := {z € C: |R(z)| > 1} :

FIGURE 8.3: La frontiére de K pour 'exemple 8.4.3

La Table 8.3 contient les bornes pour (k) obtenues avec la méthode. Les fonctions d’ap-

proximation utilisées sont {(z —a)™ : 1< j <n,a € S}, ou S ={0,-2,5}.

TABLE 8.3: Bornes inférieures et supérieures pour (K) pour l'exemple 8.4.3

n | Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour (K)
1| 0.696735209508754 0.700011861859377
2 | 0.699988138057939 0.700000163885012
3 | 0.699999835775098 0.700000002518033

Par le Théoréme 8.1, R est la fonction d’Ahlfors pour K et donc

Y(K) = R'(00) = 0.7.
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Exemple 8.4.4.
2

23 —1°

R(z) =

La figure ci-dessous représente la frontiére du compact K :={z € C: |R(z)| > 1} :

-0.5 0f 0.5

(2
N

FIGURE 8.4: La frontiére de K pour 'exemple 8.4.4

La Table 8.4 contient les bornes pour 7(K) obtenues avec la méthode. Les fonctions d’ap-
proximation utilisées sont {(z —a)™7 :1<j<n,a€ S}, ou S = {1762“/3,647%/3},

TABLE 8.4: Bornes inférieures et supérieures pour v(K) pour l'exemple 8.4.4

Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour y(K)

S O W N3

0.897012961211562
0.996247533470256
0.999550954532515
0.999772081072887
0.999984694733624
0.999995765474017

1.003766600572323
1.00044924'7199905
1.000227970885994
1.000015305500631
1.000004234543914
1.000002049275081

Par le Théoréme 8.6, R est la fonction d’Ahlfors pour K et donc
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Exemple 8.4.5. Le prochain exemple illustre la Question 8.5 d’un point de vue numérique.

Considérons

E_’_ 0.4 n 0.4
2 z2—(241) z—(2-1)’

R(z) =

une fonction rationnelle & résidus positifs satisfaisant R(Z) = R(z) pour tout z.

La figure ci-dessous représente la frontiére du compact K :={z € C: |R(z)| > 1} :

FIGURE 8.5: La frontiére de K pour I'exemple 8.4.5

La Table 8.5 contient les bornes pour 7(K) obtenues avec la méthode. Les fonctions d’ap-
proximation utilisées sont {(z —a)™7 : 1< j <n,a € S}, on S =1{0,2+i,2—i}.

TABLE 8.5: Bornes inférieures et supérieures pour (K ) pour 'exemple 8.4.5

n | Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour (K)
1| 1.156483451112665 1.306262607579208
2 | 1.293906716808142 1.300866124135705
3 | 1.299286594644695 1.300451765037035
4 | 1.299697642245979 1.300120036845019
Les résultats numériques obtenus suggérent donc que y(K) = 1.3 = R/(c0) ou, de fagon

équivalente, que R est une fonction d’Ahlfors rationnelle. Ceci s’est révélé étre le cas pour
toutes les telles fonctions rationnelles symétriques testées numériquement. La réponse a la

Question 8.5 semble donc étre positive, du moins en degré 3.
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Exemple 8.4.6. Ce dernier exemple montre que la positivité des résidus n’est pas une condi-
tion suffisante pour étre une fonction d’Ahlfors rationnelle et ce, méme en degré 3. Définissons

04, 04 0.4
B z—(1+14)

R(z) z z—06

La figure ci-dessous représente la frontiére du compact K := {z € C: |R(z)| > 1} :

10

FIGURE 8.6: La frontiére de K pour I'exemple 8.4.6

La Table 8.6 contient les bornes pour 7(K) obtenues avec la méthode. Les fonctions d’ap-
proximation utilisées sont {(z —a)™7 : 1 < j <mn,a € S}, on S ={0,6,1+i}.

TABLE 8.6: Bornes inférieures et supérieures pour (K ) pour 'exemple 8.4.6

Borne inférieure pour v(K) | Borne supérieure pour y(K)

Ainsi, R n’est pas la fonction d’Ahlfors pour K puisque R'(00) = 1.2 < v(K).
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1.125853723035751
1.197416632904951
1.199380567900335
1.200219059439418
1.200321460719667
1.200361472698255
1.200370456320151

1.203267502101022
1.201353200697178
1.200524665448821
1.200426277666660
1.200387399481300
1.200378783416171
1.200375934512287




Chapitre 9

Une approche topologique

Tout au long de ce chapitre, on s’intéressera au probléme de Jeong—Taniguchi (Probléme
7.2) d’'un point de vue topologique. La section 9.1 contient les différents préliminaires sur
la convergence de domaines au sens de Carathéodory. Puis, & la section 9.2, on utilise le
théoréme de représentation de Koebe pour définir une topologie sur 'espace des modules
M(n), 'ensemble des classes d’isomorphisme de domaines contenant le point oo et bornés
par n courbes de Jordan analytiques et disjointes. La section 9.3, quant a elle, est dédiée a la

topologie sur R(n), 'ensemble des (a,b) € (C\ {0})™ x C" tels que la fonction rationnelle

s
Rap(2) = Z > _jb.
j

J=1

est n-good. Dans la section 9.4, on démontre plusieurs théorémes de convergence pour les
représentations de Bell, les applications de Grunsky ainsi que les fonctions d’Ahlfors. La sec-
tion 9.5 contient le résultat principal de ce chapitre. On utilise les théorémes de convergence
mentionnés précédemment pour construire un homéomorphisme entre R(n) et M(n) x T™.

Notons que M (n) est homotopiquement équivalent a l'espace de configuration
FnC = {(c1,....,cn) € C" i ¢; # ¢ pour i # j},

et donc 'homéomorphisme construit améliore un résultat de Jeong—Taniguchi [26, Théoréme
2.4] stipulant que R(n) est homotopiquement équivalent & F,,C x T™. En outre, ’homéomor-
phisme entre R(n) et M(n) x T™ permet d’obtenir de I'information topologique sur A(n),
I’ensemble des fonctions d’Ahlfors rationnelles de degré n. Enfin, comme application, on dé-
montre & la section 9.6 que la positivité des résidus d’une fonction rationnelle n-good n’est ni
une condition nécessaire ni une condition suffisante pour étre une fonction d’Ahlfors rationnelle

et ce, pour chaque entier n > 3.
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9.1 Préliminaires sur la convergence au sens de Carathéodory

Definition 9.1. Soit (Xj) une suite de domaines dans C, telle que co € X}, pour tout k. On
définit le noyau de (Xj) (par rapport au point co), noté ker(Xy), comme étant le plus grand
domaine X contenant le point co et ayant la propriété que si K est un sous-ensemble compact
de X, alors il existe un kg tel que K C X pour tout k > kg, si un tel domaine existe. Sinon,

on dit que ker(Xj) n’existe pas.

De plus, on dit que (Xj) converge vers X (au sens de Carathéodory) si X est le noyau de

toute sous-suite de (Xj). Dans ce cas, on écrit X — X.

Le lemme suivant est une généralisation du théoréme de Koebe stipulant que la famille S des

fonctions schlicht sur le disque unité est normale :

Lemme 9.2. Soit (Xy) comme dans la Définition 9.1. Pour k > 1, soit gy univalente sur Xy,
et normalisée a Uinfini. Si X = ker(X},) existe, alors il existe une sous-suite (gy,)>, telle que
X = ker(Xy,) et (gx,)72, converge localement uniformément vers une fonction g univalente

sur X et normalisée a l'infini.

Rappelons qu’une fonction h méromorphe au voisinage du point oo est dite normalisée a
Uinfini si

o d dy
h(z) =z + p, +22+"'

au voisinage du point oco.

Le théoréme suivant fut d’abord démontré par Carathéodory pour des domaines simplement

connexes :

Théoréme 9.3 (Théoréme de convergence de Carathéodory généralisé). Soit (Xi) comme
dans la Définition 9.1. Pour k > 1, soit gi univalente sur X et normalisée a l'infini. Suppo-
sons que X — X. Alors (gr)32, converge localement uniformément sur X vers une fonction
univalente g normalisée a l'infini si et seulement si (gi(Xy)) converge vers un certain domaine

Y. Si c’est le cas, alors Y = g(X) et g,;l — g~ localement uniformément sur'Y .

Pour plus de détails, voir [18, Théoréme 1, p.228].

9.2 Représentations de Koebe et topologie de I’ensemble des

domaines n-connexes

Definition 9.4. On définit Iespace des modules M(n) comme étant I'ensemble des classes
d’isomorphisme [(X, E1, ..., E,)] de domaines planaires X contenant le point oo et bornés par

n courbes de Jordan analytiques disjointes Ey, ..., E,. Un isomorphisme entre (X, E1, ..., E,)
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et (Y,F1,...,F,) est par définition une application conforme g : X — Y normalisée a I'infini

avec g(F;) = F}; pour chaque j.

Rappelons que toute application conforme entre deux domaines bornés par des courbes ana-

lytiques s’étend analytiquement & travers la frontiére.

Il existe plusieurs domaines dits canoniques qui représentent tous les domaines n-connexes
non dégénérés, a équivalence conforme prés. Parmi ces domaines canoniques, les domaines

dits circulaires ont 'avantage d’étre bornés par des courbes de Jordan analytiques.

Definition 9.5. Un domaine Y C C, est appelé domaine circulaire si chaque composante

connexe de son complément est soit un disque ou un singleton.

Definition 9.6. Un domaine Y C Cy, est dit non dégénéré si chaque composante connexe de

son complément contient plus d’un point.

Théoréme 9.7 (Koebe). Soit X un domaine n-connexe non dégénéré. Alors il existe une
application conforme g : X — Y, ou Y est un domaine circulaire non dégénéré. De plus, si
h: X — Z est une autre application conforme de X sur un domaine circulaire non dégénéreé,

alors h = M o g pour une certaine transformation de Mdbius M.

Démonstration. Voir par exemple |7, Section 15.7]. O

Soit [(X, Ex,...,Ep)] € M(n) et soit g : X — Y une application conforme, ot Y est un
domaine circulaire non dégénéré. En composant g par une transformation de Md&bius judicieu-
sement choisie, on peut supposer que g est normalisée & I'infini. Alors avec normalisation, g
est unique et est appelée représentation de Koebe normalisée de X. Soit c; et r; le centre et

le rayon respectivement du cercle g(Ej). Alors I'application

M(n) — C"x (RT)"
(X, E1, ... B)] = ((e1,¢n), (71, oy T0))

N

est bien définie et injective. Son image est 'ensemble des (c,7) € C" x (RT)™ tels que les n
disques D(c;,7;) sont disjoints. Il s’agit clairement d’un sous-ensemble ouvert de C* x R™. On

définit la topologie sur M(n) comme étant celle induite par I'application k. Ainsi :

Proposition 9.8. L’espace des modules M(n) est une variété de dimension réelle 3n, avec

une seule carte locale.

Le prochain théoréme donne un critére utile pour déterminer lorsqu’une suite de domaines

donnée converge dans M(n) ou M(n)/%, :
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Théoréme 9.9. Soit (Xj) une suite de domaines n-connexes non dégénérés contenant le
point oco. Supposons que (Xi) converge vers un domaine n-connexe non dégénéré X au sens

de Carathéodory. Pour chaque k, soit gy, : X — Yi la représentation de Koebe normalisée.

Alors (gi)72 converge localement uniformément sur X vers la représentation de Koebe nor-
malisée g : X — Y. En particulier, la suite de domaines cirulaires (Yy) converge vers Y au

sens de Carathéodory.

Démonstration. Montrons que toute sous-suite de (gx);2 ; posséde une sous-suite qui converge

vers g, ce qui entraine que la suite entiére (gx)32, converge vers g.

Par le Lemme 9.2, chaque sous-suite de (gx )72 ; posséde une sous-suite qui converge localement

uniformément vers une fonction univalente sur X.

Soit A la limite localement uniforme d’une sous-suite (g )res. Alors h est normalisée & 'infini.
Par le Théoréme 9.3, la sous-suite correspondante de domaines (Yj)res converge vers h(X)

au sens de Carathéodory.

On affirme que h(X) est un domaine circulaire n-connexe non dégénéré. Par unicité de la

représentation de Koebe normalisée, ceci entraine que h = g.

En effet, remarquons d’abord que h(X) est n-connexe et non dégénéré, puisque h est univalente
sur X. De plus, les suites des centres et des rayons des cercles bornant (Y} )ges sont nécessai-
rement bornées, car sinon le noyau de (Yj)res ne contiendrait pas un voisinage du point oco.
Ainsi, quitte & considérer une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que les centres des
cercles bornant (Yj)res convergent vers cj,ca,...,c, € C et que les rayons correspondants
convergent vers ri,7g, ..., , € R. Or, comme Y} — h(X) lorsque k& — oo dans S, il est alors
facile de vérifier que h(X) doit étre le domaine borné par les cercles centrés en cj,ca,. .., ¢,
et de rayons correspondants 71,73, ...,7,. Comme h(X) est n-connexe et non dégénéré, ces
cercles doivent étres disjoints et non dégénérés, et donc h(X) est un domaine circulaire non

dégénéré.

Enfin, le fait que Y, — Y est une conséquence directe du Théoréme 9.3.

Remarque. Un argument similaire montre qu’étant donné une suite de domaines circulaires
n-connexes (Y) ainsi qu'un domaine circulaire n-connexe Y, alors (Y}) converge vers Y si et
seulement si les suites des centres et des rayons des cercles bornant (Y) convergent vers les

centres et les rayons des cercles bornant Y.
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9.3 Topologie de ’ensemble des fonctions rationnelles n-good

Rappelons que R(n) est défini comme étant 'ensemble des (a,b) € (C\ {0})™ x C" tels que

la fonction rationnelle
n

a
Rap(z) = Z P —]b-
j

Jj=1

est n-good, i.e. satisfait I’'un ou 'autre des énoncés équivalents de la Proposition 7.4.

Remarquons que R(n) est un sous-ensemble ouvert de (C\ {0})" x C" puisque les valeurs

critiques de R, dépendent contintment de (a,b). Ainsi :

Proposition 9.10. L’espace R(n) est une variété de dimension réelle 4n avec une seule carte

locale.

Notons que si (a¥,b¥) — (a,b) dans R(n), alors clairement (Rgk ph )72, converge vers Rgp

uniformément sur C,, selon la métrique sphérique. La réciproque est également vraie :

Lemme 9.11. Soit (Ry)32, une suite de fonctions rationnelles de degré n avec Ry(o0) = 0
pour chaque k. Supposons que (Ry,)72, converge localement uniformément sur un certain ouvert
U wvers une fonction Q@ holomorphe sur U. Alors Q est une fonction rationnelle de degré au

plus n.

Si, de plus, @ est de degré exactement égal a n, alors Ry — @Q uniformément sur C selon la
métrique sphérique. De plus, Q(o0) = 0 et les poles et résidus de Ry convergent vers les poles
et résidus de Q).

Démonstration. Montrons d’abord que ) est une fonction rationnelle de degré au plus n.
Ecrivons Ry, = pi/qk, ol p et g sont des polynéomes de degré au plus n. Soit D un disque
fermé contenu dans U, et fixons un point zg € D qui n’est un zéro d’aucun ¢i. Quitte a
multiplier py et g par la méme constante Ay si nécessaire, on peut supposer que ||g|loco,p =1
et que gx(z0) > 0 pour chaque k. Alors les g; appartiennent a la boule unité fermée de 'espace
vectoriel de dimension finie des polynomes de degré au plus n, qui est compacte. Ainsi, il existe
une sous-suite (g, )72, telle que gy, — ¢ uniformément sur D, ot ¢ est un polynome de degré
au plus n. De plus, on a que ||¢||oo,p = 1 et ¢(29) > 0. Maintenant, soit p := Qq. Alors comme
pr = Rrqr, Ry — Q et g, — ¢ uniformément sur D, on obtient que py, — p uniformément
sur D. Le polynéme p est donc de degré au plus n, puisque chacun des pg l'est. Enfin, Q est

égale a la fonction rationnelle p/q, qui est de degré au plus n.

Supposons maintenant que le degré de @ est exactement n. Montrons d’abord que ¢ — ¢
localement uniformément sur C, en montrant que chaque sous-suite de (g;)72; posséde une
sous-suite qui converge localement uniformément vers ¢g. Par le méme argument que dans la

premiére partie de la preuve, chaque sous-suite de (gx)52; posséde une sous-suite qui converge
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uniformément sur D. Soit donc ¢ la limite uniforme d’une sous-suite (g)res. Alors ¢ est un
polynéme de degré au plus n, ||¢]lc,p = 1 et g(z9) > 0. Encore une fois, comme dans la
premiére partie de la preuve, on obtient que si p := Qg, alors la sous-suite (px)res converge
vers p uniformément sur D. Ainsi, on a deux polynomes de degré au plus n, p et ¢, tels que
@ = p/q = p/q. Les polynémes p et ¢, de méme que p et ¢, ne peuvent avoir de facteur commun
puisque @ est de degré n. Il suit que p a les mémes zéros que p et que ¢ a les mémes zéros
que gq. Il existe donc une constante A telle que p = Ap et ¢ = Ag. Or, ||¢]loo,p = ||¢]|co,p =1 €t
donc A est unimodulaire. Comme @ est holomorphe sur D, on a que ¢(z9) > 0 et g(z9) > 0,
et donc A = 1 et ¢ = ¢. Ainsi, la sous-suite (qx)kes converge vers ¢ uniformément sur D et
donc localement uniformément sur C, puisque toutes les normes sur un espace vectoriel de

dimension finie sont équivalentes.

Maintenant, comme pr = Riqr, p = Qq et R — @, gz — q sur D, on obtient que py —
p uniformément sur D. Encore une fois par ’équivalence des normes, pr — p localement
uniformément sur C. On vérifie aisément que ceci implique que Ry = pg/qr converge vers

Q@ = p/q localement uniformément sur C par rapport a la métrique sphérique.

Comme Ry (co) = 0 pour chaque k, g est de degré n et py est de degré au plus n — 1. Ainsi,
p est de degré au plus n — 1. Le degré de ¢ est donc exactement égal & n, d’ot 'on déduit que

@ = p/q s’annule au point oco.

Comme ¢ — ¢ localement uniformément sur C, il découle du théoréme de Rouché que les
zéros de g convergent vers les zéros de ¢ lorsque k& — oo. Autrement dit, les poles de Ry
convergent vers les poles de ). En intégrant Ry sur un petit cercle centré en chacun des poles

de @ et en laissant k — oo, on obtient que les résidus de Ry convergent vers les résidus de Q.

Enfin, soit B un disque fermé centré au point co ne contenant aucun des poles de (). Si k est
suffisamment grand, alors Ri n’a pas de poles dans B. Comme R — ) uniformément sur
0B, le principe du maximum entraine que la convergence est uniforme sur B. Ainsi, Ry — @
localement uniformément sur la sphére de Riemann en entier, selon la métrique sphérique.

Comme C,, est compact, la convergence est uniforme. O

Notons que par définition, pour chaque (a,b) € R(n), le domaine R;})(]D)) contient le point oo
et est borné par n courbes de Jordan analytiques disjointes. En outre, comme il y a exactement
un pole de R, dans chaque composante de C \ R;})(]D)), Pordre (by,...,by,) induit un ordre
(F1,...,F,) des composantes de 8R;i(]D)). On obtient donc une application

P : R(n) — M(n)
(a,0) = [(Ry3(D), Fy, ... Fy)].

Tel que mentionné précédemment, si (a¥,b*) converge vers (a,b) dans R(n), alors Rk i

converge vers R, uniformément sur Cy, selon la métrique sphérique. Ceci a pour conséquence
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immédiate que les domaines R;klbk (D) convergent vers R;é(]D)) au sens de Carathéodory. A
I'aide du Théoréme 9.9, on déduit que P(a¥,b*) converge vers P(a,b) dans M(n) et donc que

P est continue. Ainsi :

Proposition 9.12. L’application P définie par
P : R(n) — Mi(n)
(a,0) = [(Rg (D), F1,y.ey ).

est continue.

Si P est lisse et réguliére, tel qu’affirmé sans preuve dans [26], alors I'image inverse P~1(o) de

chaque point o € M(n) est une sous-variété de R(n) de dimension
n=dimR(n) — dim M(n).

On ignore comment montrer que P est lisse et réguliére, mais on démontre a la section 9.5

que P~1(o) est homéomorphe au tore n-dimensionnel T" et ce, pour chaque o € M(n).
En particulier, P est surjective, ce qui est également une conséquence du résultat suivant :

Théoréme 9.13. Soit (X, E1, ..., Ey,)] € M(n) et soit a; € E; pour chaque j. Alors il existe

un unique (a,b) € R(n) et un unique isomorphisme

9:(X,E1,...B,) — (R, (D), F, ..., F,)

a,

tels que la courbe Fj entoure bj et Ry p(g(a;)) =1 pour chaque j.

Démonstration. 1l s’agit simplement de combiner le Corollaire 7.12 et le Corollaire 7.15. [

9.4 Théorémes de convergence

Rappelons que si X est un domaine n-connexe non dégénéré contenant le point co, alors une
application holomorphe propre f : X — D de degré n avec f(oo) = 0 est appelée application
de Grunsky sur X. De plus, la représentation de Bell de X associée & f est I'unique paire
(R, g) telle que f = Ro g, oit R est fonction rationnelle n-good et g : X — R™(D) est une

application conforme normalisée & 'infini (voir la section 7.3).
Montrons maintenant que (R, g) dépend contintiment de X et de f :

Théoréme 9.14. Soit X, X des domaines n-connexes non dégénérés contenant le point oo.
Soit f et fr des applications de Grunsky sur X et sur X respectivement. Supposons que
X — X et que f, — f localement uniformément sur X. Ecrivons f = Ro g et fi, = R, o g
comme dans le Corollaire 7.12, ot R, Ry, sont n-good et g: X — R7Y(D), g : Xp — REI(D)
sont des applications conformes normalisées a Uinfini. Alors g — g localement uniformément

sur X et Ry — R uniformément sur Cy selon la métrique sphérique.
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Démonstration. Montrons que toute sous-suite S C N posséde une sous-suite S’ C S pour

laquelle on a la convergence voulue. Soit donc S C N une sous-suite quelconque.

Par le Lemme 9.2, (gx)kes posséde une sous-suite (gi)ress qui converge localement uniformé-
ment vers une fonction A univalente sur X et normalisée a 'infini. De plus, par le Théoréme
9.3, les domaines gy (Xy) convergent vers h(X) et g; ' — h~! localement uniformément sur
h(X), lorsque k — oo dans S’. Comme f; — f localement uniformément sur X, on a que
Ry = firo 9;;1 converge vers ) := f o h~! localement uniformément sur h(X), lorsque k — oo

dans 9’.

Par le Lemme 9.11, @@ est une fonction rationnelle de degré au plus n. Puisque f est de degré
n et h est univalente, @ est de degré exactement n et h(X) est n-connexe. De plus, comme
la restriction @ : h(X) — I est une application holomorphe propre de degré n, h(X) est

forcément égal & la préimage entiére Q~1(ID). Ainsi, Q) est une fonction rationnelle n-good.

Par la partie unicité du Corollaire 7.12, Q = R et h = g. Ainsi, g — g localement uniformé-
ment sur X et R — R localement uniformément sur g(X), lorsque k — oo dans S’. Comme
la sous-suite S C N est arbitraire, la convergence est préservée lorsque k — oo dans N. Enfin,

par le Lemme 9.11, Ry converge vers R uniformément sur C,, selon la métrique sphérique. [

Rappelons maintenant que si X est un domaine contenant le point co et borné par les courbes
analytiques E7, ..., E, et si a; € E; pour chaque j, alors I'application de Grunsky sur X pour
(0q,...,0p) est P'unique application de Grunsky f sur X telle que f(a;) = 1 pour chaque j
(voir le Corollaire 7.15).

On aura besoin du fait que les applications de Grunsky dépendent continiment du domaine
X de méme que du n-tuple (aq,...,a;,), du moins pour les domaines circulaires. Ceci repose

essentiellement sur le lemme de compacité suivant :

Lemme 9.15. Soit X un domaine circulaire n-connexe non dégénéré contenant le point oo.
Supposons que X — X, ou chaque Xy est un domaine circulaire n-connexe non dégénéré
contenant le point co. Pour chaque k, soit fi une application de Grunsky sur Xj. Alors il
existe une sous-suite (fy,)72,, une application de Grunsky f sur X et un voisinage U de X
tels que fi, et f s’étendent analytiquement a U pour tout £ et (fr,)72, converge uniformément

vers f sur U.

Démonstration. Dénotons par 1, ..., E, les cercles bornant X et par J; I'inversion par rapport

au cercle E;. Posons

Y i=XUJ(X)U- - UJp(X).

Similairement, soit Ef, ..., EF les cercles bornant X}, numérotés de sorte que pour chaque 7,

le centre et le rayon de Ef convergent vers le centre et le rayon de Ej, lorsque k — 00. Soit
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J]]-C Iinversion par rapport au cercle E]k et posons
Yy o= X UJR(XR) U--- U JR(X).

Pour chaque j € {1,...,n}, on a que J]]-f converge uniformément vers J; sur Co, selon la mé-
trique sphérique. Il suit que Y, — Y au sens de Carathéodory. De plus, chaque fj s’étend a une
fonction méromorphe sur Y en vertu du principe de réflexion de Schwarz. Plus précisément,

si J dénote 'inversion par rapport au cercle unité T, alors pour z € Jf (Xk), on définit

fr(2) = T(fi(J(2))).

Soit, Fj, := fk_l({—l, 1,1}). Alors pour chaque k, Fj est de cardinalité égale & 3n et est contenu
dans 0X}. Par conséquent, quitte & considérer une sous-suite si nécessaire, on peut supposer
que F}, converge vers un certain ensemble fini F' C 0X. Par le critére fondamental de Montel,
on peut extraire une sous-suite (fx,)72; qui converge localement uniformément sur Y\ F', selon

la métrique sphérique, vers une certaine fonction méromorphe f.

Pour chaque k, on a que fi(X;) = D et donc f(X) C D. Ainsi, f est holomorphe sur X. De
plus, frx(0X) = T pour chaque k, d’ott 'on obtient que f(0X \ F) C T. Comme f(c0) =
limy_yo0 f,(00) = 0, ceci implique que f est non constante. Par le principe du maximum,
f(X) CD.

Soit w € D et soit ¢ un zéro de f —w dans X de multiplicité m. Soit D C X un disque fermé
centré en (¢ de rayon suffisamment petit pour que f — w ne s’annule pas sur D \ {¢}. Comme

fr, = [ uniformément sur 9D, il existe un L tel que

[(fre(2) = w) = (f(2) —w)| <[f(2) — w]

pour tout z € 0D et pour tout £ > L. Par le théoréme de Rouché, f, — w posséde m zéros
dans D en comptant les multiplicités. Or, fr — w a exactement n zéros dans X pour chaque
k. Ainsi, f —w a au plus n zéros dans X et f est donc de degré au plus n sur X. Ceci demeure
vrai sur J;(X) pour chaque j puisque f = J o f o J;. Remarquons que I'argument ci-dessus
entraine également que les zéros de fj, dans X}, convergent vers les zéros de f dans X dans

le cas ou le degré de f est exactement n.

Par le grand théoréme de Picard, f ne peut avoir de singularité essentielle dans F'. Ainsi, f
s’étend & une fonction méromorphe sur Y. Par continuité, f(0X) C T. On vérifie facilement
que f(E;) = T pour chaque j, puisque f est holomorphe sur un voisinage de 9.X. Ceci
implique que f est de degré au moins n et donc exactement n sur X. Enfin, f : X — D est
une application propre puisqu’elle s’étend contintiment a4 X avec f(0X) C T. Ainsi, f est une

application de Grunsky.

Pour terminer, soit U un voisinage ouvert de X sur lequel f est bornée, avec U C Y. Les
identités fkl(Jf‘(z)) = J(fx,(2)) et f(Jj(2)) = J(f(2z)) entrainent que zy est un zéro de fy,
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si et seulement si J]]-f “(20) est un pole de f;, pour chaque j, et similairement pour f. Comme
les zéros de fj, convergent vers les zéros de f et Jf ‘ converge vers J; uniformément sur C
pour chaque j, il suit que les poles de f;, convergent vers les poles de f. Quitte a considérer
une sous-suite, on peut supposer que fz, est holomorphe sur U et ce, pour chaque ¢. Par le
principe du maximum, la suite (fy,)j2; converge vers f uniformément sur U. En effet, OU est

compact et contenu dans Y \ F, ou (fg,)72, converge vers f localement uniformément.

O

Corollaire 9.16. Soit (X, E¥, ..., E¥) et (X, Ey, ..., E,) des domaines circulaires n-conneves
non dégénérés contenant le point co. Supposons que pour chaque j, le centre et le rayon du
cercle E]k convergent vers le centre et le rayon du cercle Ej; respectivement, lorsque k — oo.
Soit o* € H?:l Ef et a € H?:l E; tels que of — a. Soit fi, et f les applications de Grunsky

sur Xi, et X pour of et o respectivement.

Alors (fi)32, converge vers f localement uniformément sur X.

Démonstration. Soit (fi)res une sous-suite quelconque de (fy)32,. Par le Lemme 9.15, on
peut extraire une sous-suite S’ C S telle qu’il existe une application de Grunsky ¢ sur X
et un voisinage U de X sur lequel ¢ et fj s’étendent analytiquement pour chaque k € S’ et

(fx)kes converge vers ¢ uniformément. Pour chaque j € {1,...,n}, on a

N = i By —1
play) = lim fi(aj)
kes’
et donc ¢ = f par le Corollaire 7.15. Ceci montre que toute sous-suite de (fx)72; posséde une
sous-suite qui converge vers f localement uniformément sur X. Ainsi, (f)32, converge vers f

localement uniformément sur X. O

Corollaire 9.17. Soit (Xy, E¥, ..., E¥) et (X, Ey, ..., E,) des domaines circulaires n-conneves
non dégénérés contenant le point co. Supposons que pour chaque j, le centre et le rayon du
cercle E]k convergent vers le centre et le rayon du cercle Ej; respectivement, lorsque k — oo.
Soit f, et f des applications de Grunsky sur X, et X respectivement. Soit %, 3 € T™ tels que
Bk — B, et soit Oz;? € E;“ et aj € Ej tels que fk(oz;“) = 5;“ et f(aj) = B; pour chaque j.

k

Si (fr)p2, converge vers f localement uniformément sur X, alors o — o

Démonstration. Fixons j € {1,...,n} et soit (Oé?)kes une sous-suite quelconque de (aé‘?)z"zl.
Comme le cercle E]k converge vers Ej, on peut extraire une sous-suite S’ C S telle que ozé?
converge vers un certain point z; € Ej, lorsque k — oo dans S’. De plus, par le Lemme
9.15, il existe une autre sous-suite S” C S’, une application de Grunsky ¢ sur X ainsi qu’un

voisinage U de X sur lequel ¢ et fi s’étendent analytiquement et (fi)rcs» converge vers
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uniformément. Or, f;, converge localement uniformément vers f sur X, et donc nécessairement

@ = f. De plus, par convergence uniforme, on a

f(z) = lim fi(af) = lim B} = B;.

kes” kes”
Comme la restriction f : E; — T est injective, z; = «a;. Ainsi, toute sous-suite de (Oé?)zo:l
posséde une sous-suite qui converge vers «j, ce qui implique que la suite entiere (af)z‘;l
converge vers «;.
O

Le reste de cette section est dédié a ’étude de la convergence des fonctions d’Ahlfors lorsque

leur domaine de définition varie.

Soit X un domaine n-connexe non dégénéré contenant le point co. Rappelons qu’en vertu du
Théoréme 3.3, la fonction d’Ahlfors sur X est une application de Grunsky. En particulier, si
X est borné par des courbes de Jordan analytiques, alors elle s’étend analytiquement a un

voisinage de X.

On aura besoin du fait que les fonctions d’Ahlfors dépendent en quelque sorte continiment
de leur domaine de définition, du moins lorsque le domaine limite est borné par des courbes
de Jordan analytiques. Malheureusement, ceci s’avére faux en général et ce, méme si chaque

domaine considéré est circulaire et non dégénéré :

Exemple 9.4.1. Considérons X := Co \D et soit (z5)72, une suite dense dans le disque unité
D. Définissons X comme étant le complément dans C., de disques fermés disjoints centrés en
r1,%2,...,T et contenus dans D, de rayon suffisamment petit pour que la capacité analytique
de Cy \ X} soit inférieure a 1/2. L’existence d’une telle suite de disques découle directement
de la Proposition 2.11 et du fait que la capacité analytique de tout ensemble fini est zéro.
Il est facile de montrer que X; — X au sens de Carathéodory. Or, les fonctions d’Ahlfors
correspondantes f; ne convergent pas localement uniformément vers la fonction d’Ahlfors sur
X, car si ¢’était le cas on aurait 7(Co \ Xi) = 7(Csx \ X) = 1.

A la lumiére de I’exemple précédent, une notion de convergence plus forte est requise.

Definition 9.18. Soit X et Xj; des domaines dans C,. On dit que X converge fortement
vers X, dénoté par X, = X, si pour chaque compact K C X et chaque ouvert U O X, on a
que K C X C U pour tout k suffisamment grand.

Notons que si oo € X, X pour tout k et si X converge fortement vers X, alors X}, converge

vers X au sens de Carathéodory.
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Lemme 9.19. Soit X C C, un domaine contenant le point oo et borné par un nombre fini de
courbes de Jordan analytiques disjointes. Supposons que X = X, ot les X sont des domaines
contenant le point co. Soit fi, et f les fonctions d’Ahlfors sur X et X respectivement. Alors

(fr)52, converge localement uniformément vers f sur X.

Démonstration. Tel que remarqué précédemment, f s’étend analytiquement & un certain voi-
sinage V de X. Soit donc U un voisinage de X avec U C V, de sorte que f est bornée sur

U.

Montrons que toute sous-suite de (f;)?2; posséde une sous-suite qui converge vers f, ce qui

est équivalent a la convergence de (f;)p2, vers f.

Par le théoréme de Montel, la suite uniformément bornée (f;)3>, forme une famille normale.
Ainsi, chaque sous-suite de (f);2; posséde une sous-suite qui converge localement uniformé-

ment sur X vers une certaine fonction holomorphe.

Soit donc g la limite localement uniforme d’une sous-suite. Alors g € O(X, D), et donc ¢'(c0) <

f'(o0).

Par hypothése, X = X, donc si k est suffisamment grand, alors Xy C U, donc f est
holomorphe et bornée sur Xj. Posons My := [|f|oo,x,. Alors M, 'f € O(X,D) et donc
Mk_lf’(oo) < fi(00). Clairement, My, — 1 lorsque k — oo, puisque X; = X. Ainsi,

f'(c0) < liminf ff(c0) < ¢'(o0)

et donc ¢’'(c0) = f/(c0). Enfin, g = f par unicité de la fonction d’Ahlfors. O

Si T'on requiert que chaque domaine X, dans la suite posséde la méme connectivité que X,

alors la convergence forte peut étre remplacée par la convergence au sens de Carathéodory :

Théoréme 9.20. Soit X un domaine n-connexe non dégénéré contenant le point co. Suppo-
sons que X — X, ou chaque Xj est un domaine n-connexe non dégénéré contenant le point
00. Soit fi et f les fonctions d’Ahlfors sur Xy, et X respectivement. Alors (fi)5>, converge

localement uniformément vers f sur X.

Démonstration. Soit hy : X — Y et h : X — Y les représentations de Koebe normalisées
pour X}, et X respectivement. Alors par le Théoréme 9.9, (hy)32, converge vers h localement
uniformément sur X et Y, — Y. Comme Y}, et Y sont des domaines circulaires de connectivité
n, on a en fait Yy = Y. Soit ¢y et ¢ les fonctions d’Ahlfors sur Yy et Y respectivement. Alors
par le Lemme 9.19, (¢y)72, converge vers ¢ localement uniformément sur Y. Or, par la loi de
transformation des fonctions d’Ahlfors (Proposition 3.7), fr = ¢k o hy et f = ¢ o h, d’ou l'on

déduit que (fx)p2, converge vers f localement uniformément sur X.
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9.5 Fonctions d’Ahlfors rationnelles

Soit X C C un domaine contenant le point oo et borné par n courbes de Jordan analytiques
disjointes. Alors la fonction d’Ahlfors f sur X est une application de Grunsky. Par le Corollaire

7.12, il existe une unique fonction rationnelle n-good R et une unique application conforme
g: X = R7Y(D)

normalisée & l'infini telles que f = R o g. La Proposition 3.7 implique alors que R est une

fonction d’Ahlfors rationnelle de degré n

Supposons maintenant que () est une autre fonction d’Ahlfors rationnelle de degré n pour

laquelle il existe une application conforme
h:X — QYD)

normalisée & l'identité & l'infini. Alors ) o h est la fonction d’Ahlfors sur X et donc Q = R

par la partie unicité du Corollaire 7.12.

Definition 9.21. L’unique telle fonction R est appelée fonction d’Ahlfors rationnelle associée
a X.

Definition 9.22. Pour [(X, E1,..., E,)] € M(n), on définit A[(X, E4, ..., E,)] comme étant
I'unique (a,b) € R(n) tel que R, est la fonction d’Ahlfors rationnelle associée & X et g(E;)
entoure b; pour chaque j, ot g : X — R;é(ﬂ)) est une application conforme normalisée &

Iinfini.

Notons que pour R, fixée, il existe une unique application conforme normalisée & l'infini
g: X — R;é(ﬂ)). En effet, si h: X — R;i(]D)) est une autre application conforme normalisée

1

& l'infini, alors g~" o h est un automorphisme conforme de X normalisé & l'infini et doit donc

étre égal a l'identité, en vertu de [7, Proposition 15.4.8|.

Lemme 9.23. L’application

A M(n) — R(n)
(X, E1,....E,)] — (a,b)

est bien définie et est un inverse & droite de ’application P de la section 9.3.

Démonstration. Soit h: (X, Eq,...,E,) — (Y, Fi,..., F,,) un isomorphisme, soit f la fonction
d’Ahlfors sur X et écrivons f = Rqp 0 g, ot R, est la fonction d’Ahlfors rationnelle associée
aXetg: X — R;i(]D)) est une application conforme normalisée & l'infini. Alors par la
Proposition 3.7, la fonction d’Ahlfors sur Y est donnée par f o h™!, qui se factorise de facon

unique en Ry 0 (go h~1). Ainsi, R, est la fonction d’Ahlfors associée & Y et donc

Al(X,Eq,...,Ey)] = (a,b) = A[(Y, F1, ..., F,)],
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ce qui montre que 'application A est bien définie.

Maintenant, comme
g1 (X, Bry ey By) = (R 3(D), g(B), ... g(En))
est un isomorphisme, on a
P(A[(X, By,..., En)]) = P(a,b) = (R, (D), g(E1), .., g(En))] = [(X, By, ..., Bn)]

et donc A est bel et bien un inverse a droite de P. O

Considérons maintenant I'image A(n) := A(M(n)), qui représente 'ensemble des (a,b) € R(n)

tels que Ry est une fonction d’Ahlfors rationnelle.

Tel que remarqué a la section 7.3, déterminer explicitement 'ensemble A(n) demeure un
probléme trés difficile. Faute de pouvoir caractériser analytiquement les éléments de A(n), on

peut toutefois étudier ses propriétés topologiques.

Ceci motive le résultat suivant, dans lequel on utilise 'application A pour construire un ho-
méomorphisme entre M(n) x T™ et R(n), exhibant par le fait méme différentes propriétés

topologiques de A(n).
Théoréme 9.24. [l existe un homéomorphisme
H:R(n) — M(n) xT"

tel que les diagrammes

K lﬂ (9.1)

et

x T (9.2)

commutent, ot : M(n) x T™ — M(n) est la projection sur le premier facteur et v : M(n) —
M(n) x T™ est Uinclusion de M(n) sous la forme M(n) x {(1,...,1)}.

Démonstration. Soit (a,b) € R(n). On définit H = (H;, Hy) comme suit. Posons

Hi(a,b) :== P(a,b) = [(Ry (D), Fi, .., Fy,)] € M(n),
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ou Fj est la courbe frontiere de la composante connexe de R;é((coo \ D) contenant b;. Soit
ai, ...,y les points appartenant a Fi, ..., F), respectivement tels que R, ;(a;) = 1 pour chaque

j. Aussi, soit f : R;i(D) — D la fonction d’Ahlfors. On définit

H2(a7 b) = (f(al)7 7f(an)) e T

Notons que Ha(a,b) = (1,...,1) si et seulement si R, est la fonction d’Ahlfors sur R;ll)(]D),
autrement dit, si et seulement si (a,b) = A(P(a,b)).

Construisons maintenant un inverse G' de H. Etant donné [(X, E1, ..., E,)] € M(n), soit f
la fonction d’Ahlfors sur X. Pour (Bi,...,5,) € T", soit «; I'unique point de E; tel que
f(ej) = Bj. Par le Théoréme 9.13, il existe un unique (a,b) € R(n) et un unique isomorphisme
g: (X, E1,....Ep) — (R;i(]D)),Fl,...,Fn) tels que la courbe F)j entoure b; et R, 4(g(cj)) =1
pour chaque j. On définit

G([(X,E1y ..., Bn)], (B1y -y Br)) = (a,b).

Il est facile de vérifier que G est bien définie et est l'inverse de H, et que les diagrammes
commutent. Par les propositions 9.8 et 9.10, R(n) et M(n)xT"™ sont deux variétés de dimension
4n. De ce fait, en vertu du théoréme d’invariance de domaine de Brouwer, H est continue si

et seulement si G l'est.

Montrons donc que G est continue. Soit (Xk,Ef, ,E,’j) une suite de domaines circulaires
qui converge vers un certain domaine circulaire (X, E1, ..., E,,) et soit B* € T" une suite qui
converge vers un certain 8 € T™. Soit fj et f les fonctions d’Ahlfors sur Xj et X respective-
ment. Soit ozé? € E]k tel que fk(ozgf) = ﬁ]k et soit a; € Ej avec f(a;) = f;.

Le Théoréme 9.20 entraine que fi converge vers f localement uniformément sur X. Par le

Corollaire 9.17, on déduit que o — a.

Maintenant, soit hy, et h les applications de Grunsky sur X, et X pour o et « respectivement.

Alors hj converge vers h localement uniformément sur X, par le Corollaire 9.16.

Enfin, soit (a*,b%) et (a,b) tels que Ryx 4 0 gp = hy et Rgp o g = h. Alors Ryx . converge
vers R, uniformément sur C,, par le Théoréme 9.14. Par le Lemme 9.11, ceci entraine que
(a* bF) = (a,b).

O
Une conséquence directe est le fait que les applications P et A possédent les mémes propriétés
topologiques que 7 et ¢ respectivement.

Corollaire 9.25. L’application P est continue et ouverte. De plus, pour chaque o € M(n),

P~Y(a) est homéomorphe a T™.
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Corollaire 9.26. L’application A : M(n) — R(n) est continue, injective et son image A(n) =
A(M(n)) est fermée dans R(n).

9.6 Application aux fonctions d’Ahlfors rationnelles avec

résidus positifs

Soit R*(n) le sous-ensemble de R(n) contenant les paramétres (a,b) tels que tous les a; sont

réels et positifs. Autrement dit,

R*(n) == R(n) N (RT)" x C).

La présente section est dédiée a I'étude de la relation entre A(n) et Rt (n). La proposition
suivante fournit un argument heuristique expliquant pourquoi il demeure naturel de s’attendre

& ce que ces deux ensembles soient reliés d’une certaine fagon :
Proposition 9.27. Pour chaque o := [(X, E1, ..., E,)] € M(n), A(o) est l'unique paramétre

(a,b) € P~Y(0) qui maximise la quantité Re > i1y

Démonstration. Soit (a,b) € P~1(c). Alors P(a,b) = o et il existe une application conforme

Gap: X — R;é(]D)) normalisée & l'infini. Il suit que R, 0 gop € O(X,D) et donc
n
Re D a; = Re R, (00) < [Ryp(00)] = |(Rap © gas)' (00)] < 7(Coc \ X),
j=1
avec égalité si et seulement si R, 09, est la fonction d’Ahlfors sur X. Par la Proposition 3.7,

ceci est équivalent au fait que R, est la fonction d’Ahlfors sur R, ; (D), i.e. (a,b) = A(0). O

Rappelons qu’au chapitre 8, on a montré que
A(n) =R"(n)

pour n = 1,2 et que
An)N (R x R") =R (n) N (R" x R™)

pour tout n (voir les théorémes 8.1, 8.4 et 8.7).
A la lumiére de ces informations, un questionnement naturel subsiste :

Est-ce que Rt (n) = A(n)? Sinon, que peut-on affirmer concernant les inclusions Rt (n) C

A(n) et A(n) C R (n)?
Le résultat suivant fournit une réponse compléte :

Théoréme 9.28. Pour chaque n > 3, R (n) € A(n) et A(n) £ RT(n).
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Démonstration. Montrons d’abord que R (n) € A(n).

L’exemple 8.4.4 fournit une fonction rationnelle 3-good avec résidus positifs qui n’est pas une

fonction d’Ahlfors rationnelle, soit

0.4 0.4 0.4

R =4 a5 Tioe

Soit by, ...,b, € R71(D) distincts. Pour ¢ > 0, définissons

€

Qe(2) == R(2) + Z
=4

Z—bj‘

On affirme que si € est suffisamment petit, alors Q. est n-good mais n’est pas une fonction
d’Ahlfors rationnelle.

En effet, remarquons d’abord que Q. — R localement uniformément sur Coo \ {b4,...,b,}
lorsque ¢ — 0. Ceci entraine que Q- (D) converge fortement vers R~'(D) \ {b4,...,b,}. En
particulier, si e est suffisamment petit, alors Co, \ Q- *(ID) posséde au moins n composantes
connexes et donc exactement n, puisque ). est de degré n. Par la Proposition 7.4, Q. est

n-good.

Soit f la fonction d’Ahlfors sur R~1(ID)\ {by, ..., b, }. Remarquons que les singularités by, .. . , by
de f sont enlevables. Ainsi, f est la fonction d’Ahlfors sur R~(ID). Puisque R n’est pas la
fonction d’Ahlfors sur R~}(D), on a que f’(c0) > R/(0co). Maintenant, soit f. la fonction
d’Ahlfors sur Q- (D). En procédant comme dans la preuve du Lemme 9.19, on obtient que

f- — f localement uniformément sur R=1(D) \ {b4,...,b,}, lorsque ¢ — 0. En particulier,

fi(o0) = f'(o0).
D’autre part, QL(c0) = R'(0c0) + (n—3)e — R'(00) lorsque € — 0. Ainsi, si € est suffisamment
petit, alors
fi(o0) > QL(0).

Autrement dit, Q. n’est pas la fonction d’Ahlfors sur Q- (D).
Le vecteur contenant ses résidus et ses poles est un élément de R*(n) \ A(n).
Pour démontrer que A(n) € R*(n), on aura besoin des lemmes suivants :
Lemme 9.29. Soit K C F,,C compact, ou

FuC={(c1,....,cn) € C" i ¢; # ¢ pouri # j}.
Alors il existe un € > 0 tel que sib € K et si a = (a1,...,ay,) satisfait 0 < |a;| < € pour

chaque j € {1,...,n}, alors R, est n-good.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour toute suite (b )22, € FnC qui converge vers un

certain b € F,,C et toute suite (a*)72; C (C\ {0})" qui converge vers 0, on a que R . est
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n-good pour tout k suffisamment grand. Puisque a* — 0 et b¥ — b, les fonctions rationnelles
Rk pi convergent localement uniformément vers 0 sur Coo \ {b1, ..., b, }. En particulier, pour
tout sous-ensemble compact £ C Co \ {b1,...,b,}, E est contenu dans R;kl,bk (D) pour tout
k suffisamment grand. Ainsi, si k est assez grand, alors Co \ R;k{bk (D) posséde au moins n

composantes connexes, et donc Rk yx est n-good par la Proposition 7.4. U

Lemme 9.30. R*(n) est une sous-variété connexe de R(n) de dimension 3n.

Démonstration. Le fait que R*(n) est une sous-variété de R(n) de dimension 3n est clair.

Montrons que RT(n) est connexe par arc. Soit (a’,8°), (a,b') € R (n). Pour relier (a°,b°) et
(a',b') par un chemin dans R (n), on contracte d’abord le vecteur de résidus a” en conservant
les péles inchangés. Puis, lorsque les résidus sont suffisamment petits, on déplace les poles de
b a b' en ajustant chacun des résidus séparément de sorte & pouvoir ensuite les dilater par

un facteur commun pour jusqu’a a'.

I est bien connu (et facile & démontrer par induction) que F,C est connexe par arc. Soit
donc p : [0,1] — F,C un chemin reliant 5° a b'. Soit K := p([0,1]) et soit 0 < ¢ <

min(||a®||so, [|@'||oc) comme dans le lemme précédent.

Pour chaque j € {1,...,n}, définissons
0
bj t€[0,1/3)
=< p(3t—1); tel[1/3,2/3]
1
b; te(2/3,1]
et
,uta? t €1[0,1/3)
aj = (2= 350 + (3t — Vwyzal  t€[1/3,2/3]
viaj t € (2/3,1]
ou

pri=1-3(1 —¢/]a’]|o0 )t
et
v =3¢/ ]|at oo — 2 + 3(1 — &/||a" || oo )t

sont tels que g =v; =1, u1/3a? <eet I/z/ga} < e pour chaque j.

Remarquons que (a’, b') est continue pour ¢ € [0, 1]. De plus, les points bf, ..., bt, sont distincts.
Enfin, af, ...,al, > 0 pour tout ¢ € [0, 1]. Maintenant, notons que la fonction rationnelle Rt pe

est n-good pour t € [0,1/3) puisque
Rat’bt = /LtRQOJ,O
et py € (0,1]. De plus, elle est n-good pour t € (2/3,1] car

Rat7bt = VtRal,bl
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et vy € (0,1]. Enfin, Ryt pt est n-good pour ¢ € [1/3,2/3] puisque b' € K et 0 < a; < & pour
chaque j.

Ainsi, (a?,b) est un chemin reliant (a®,5%) & (a!,b') dans R*(n). O

On peut maintenant compléter la preuve du Théoréme 9.28 en montrant que A(n) € R*(n) :

Supposons, afin d’obtenir une contradiction, que A(n) = A(M(n)) est un sous-ensemble de
RT(n). Par le Corollaire 9.26, 'application A : M(n) — R*(n) est continue, injective et son
image A(M(n)) est fermée. Or, par le Lemme 9.30, M(n) et R*(n) sont deux variétés de
dimension 3n. Il découle du théoréme d’invariance de domaine de Brouwer que 'application A
est ouverte. Donc A(M(n)) est a la fois ouvert et fermé dans R (n), ce dernier étant connexe
en vertu du Lemme 9.30. Par conséquent, A(M(n)) = R*(n), ce qui contredit la premiére

partie du théoréme. O

Remarque. L’argument ci-dessus est loin d’étre constructif. Il serait donc intéressant de dé-
terminer explicitement une fonction d’Ahlfors rationnelle dont les résidus ne sont pas tous

positifs.
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Chapitre 10

Conclusion

Pour conclure, décrivons briévement quelques pistes de recherche intéressantes a explorer en

lien avec le contenu de la présente thése.

10.1 Distance de Carathéodory

Soit X C C4 un domaine n-connexe non dégénéré et soit zg,z € X, z # z9. La distance de

Carathéodory cx(z, zp) est définie par

cx(2,20) = sup{[f(2)| : f € O(X, D), f(20) = 0}.

L’existence d’une fonction extrémale découle d’un argument élémentaire de famille normale.
Grunsky démontra dans [19] et [20] que celle-ci est unique & une constante unimodulaire prés
et qu'il s’agit d’'une application de Grunsky sur X, c’est-a-dire une application holomorphe

propre f de degré n de X sur D avec f(zp) = 0.

Mentionnons également que la distance de Carathéodory est un invariant conforme, dans le

sens que si b : X — Y est une application conforme, alors

cx (2, 20) = ey (M(2), h(20))-

Enfin, la distance de Carathéodory est symétrique : cx(z, 29) = ¢x(20,2) pour z,29 € X,z #

20

La capacité analytique de Co \ X par rapport au point zy, notée ., et définie par

V20(Coo \ X) 1= sup{| f'(20)| : f € O(X, D)},

est un cas limite de la distance de Carathéodory :

V20 (Coo \ X) = lim ¢x (2, 20).

Z—20

117



Il serait intéressant de développer une méthode permettant de calculer la distance de Cara-
théodory de domaines bornés par des courbes analytiques par morceaux, en utilisant des idées
similaires & celles du chapitre 5. On pourrait également étudier ’analogue du probléme de

Jeong—Taniguchi (Probléme 7.2) pour la distance de Carathéodory.

Enfin, remarquons que la question de savoir si les disques de Carathéodory
D¢y (20,7) :={z € X 1 ex(2,20) <r}

sont connexes pour tout r > 0 demeure encore a ce jour sans réponse (voir [38]). Une mé-
thode numeérique pour le calcul de la distance de Carathéodory cx(z, z9) pourrait permettre

d’effectuer certaines expérimentations.

10.2 Calcul de la capacité analytique de fractales

En second lieu, il serait intéressant d’appliquer la méthode du chapitre 5, conjointement avec
un certain procédé d’approximation, pour calculer la capacité analytique de certaines frac-
tales, comme par exemple des ensembles de Cantor planaires. L’article [28] présente certains
problémes ouverts en lien avec la capacité analytique de ces ensembles, d’oul l'intérét d’une

méthode numérique efficace.

10.3 Applications de Grunsky et fonctions d’Ahlfors

Soit X C C, un domaine n-connexe non dégénéré et soit zyp € X. Rappelons qu’en vertu
du Théoréme 3.3, la fonction d’Ahlfors f sur X par rapport au point zq, ¢’est-a-dire 'unique
fonction f € O(X,D) avec f'(z20) = 7z,, est une application holomorphe propre de degré n. A

la lumiére de cette affirmation, un questionnement naturel subsiste :

Parmi les applications holomorphes propres de degré n de X sur D, lesquelles sont des fonctions
d’Ahlfors sur X par rapport & un certain point zg ?
10.4 Conjecture 6.3.1 pour n =3

Une preuve de la Conjecture 6.3.1 demeure probablement en dehors de la portée des méthodes
actuelles en ce qui a trait & la capacité analytique. Or, qu’en est-il pour des petites valeurs de

n ? Une approche possible est la suivante :

Soit K I'union d’un nombre fini de disques fermés et disjoints de rayon r > 0, disons
K = U?Zlﬁ(zj,r),

et soit X :=Cy \ K.
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Rappelons que la classe de Smirnov E?(X) définie dans la sous-section 4.2.1 est un espace de

Hilbert par rapport au produit scalaire

/f a@ldz] (f.g € EA(X)).

De plus, a 'aide du Corollaire 4.16, on montre facilement que si zg est un point quelconque
appartenant & l'intérieur de K et si f € E?(X), alors
R

21t Jox ¢ — 20

flo0) =

dc.

Ceci implique que 1’évaluation au point oo est une fonctionnelle linéaire bornée sur E?(X) et
donc, en vertu du théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique fonction S(z,00) €

E?(X), appelée noyau de Szegd, tel que

/f SGoo)ldsl  (f € EX(X)).

La quantité S(oo,00) s’avére intimement reliée & la capacité analytique de K :

1

V() = 275 (00, 00)

Voir par exemple [17, Théoréme 4.3].

Maintenant, soit {e,, } une base orthonormée pour E?(X). Alors on a

= > (S(00),emem(z) = D em(x)e
m=1

m=1

et donc
1

M) = e Jen(P

Pour obtenir une base orthonormée de E?(X), rappelons que par le Corollaire 5.6, le span des
fonctions fo(z) :=1 et fjr(2) := (z — z;)™* (1 < j < n, k € N) est dense dans E*(X). En ap-
pliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient une base orthonormée

{em}.

Remarquons que tout ce qui a été fait précédemment demeure valide pour tout compact borné
par des courbes de Jordan analytiques par morceaux. Or, dans le cas d’unions finies de disques
disjoints, les intégrales intervenant dans le procédé de Gram-Schmidt peuvent étre calculées

analytiquement, fournissant ainsi en théorie une formule explicite pour v(K).

Etant donné la complexité de cette formule dans le cas général, il semble difficile d’en déduire
de l'information intéressante concernant la capacité analytique (K). Toutefois, peut-étre le

cas n = 3 est-il plus accessible.
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10.5 Sous-additivité dans le cas triplement connexe

Le théoréme de Suita (voir [43]) peut-il étre généralisé au cas triplement connexe ? Autrement

dit, a~t-on l'inégalité

Y(EUF) <~(E)+~(F)

si F et F sont des compacts disjoints possédant une et deux composantes connexes respecti-

vement ?

10.6 Une généralisation du probléme de la soudure conforme

Soit X un domaine contenant le point co et borné par n courbes de Jordan disjointes, disons
V1,72, - -+ s Vn, €t soit f la fonction d’Ahlfors sur X. Alors pour chaque j, la restriction f :
v; — T est un homéomorphisme. De plus, la courbe v; sépare la sphere de Riemann en deux
composantes connexes, disons Co \ 7j = X; uX ;> ou X;‘ est la composante contenant X.
Soit donc f; : D — Xj_ une application conforme, dont I'existence est assurée par le théoréme

de représentation de Riemann. Alors fo f; : T — T est un homéomorphisme.

Le probléme de la soudure conforme généralisé est le suivant :

Pour n € N, soit ¢1,¢2,...,¢, : T — T des homéomorphismes. Sous quelle(s) condition(s)
existe-t-il un domaine X contenant le point co et borné par n courbes de Jordan ~i,...,v,
tel que

¢j=folfj (1<j<n)?

Dans le cas n = 1, le probléme ci-dessus se réduit au probléme classique de la soudure conforme,
en vertu du Théoréme 2.14. Le théoréme fondamental de la soudure conforme stipule que dans
ce cas, une condition suffisante est que ¢y soit quasisymétrique, c’est-a-dire qu’il existe une

constante M > 0 tel que
1 _ |oa(1)]

M = 160

pour toute paire d’arcs adjacents I, J C T de méme longueur.

<M

Le fait que chacun des homéomorphismes ¢; soit quasisymétrique est-il une condition suffisante

pour le probléme de la soudure conforme généralisé ?

10.7 Capacitabilité

Ce dernier probléme ouvert, bien que peu présent dans la littérature, illustre & merveille les

limites de la compréhension actuelle des propriétés de la capacité analytique.
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Une des propriétés élémentaires est la régularité extérieure de la capacité analytique : si Ky 2
K5 D Kj... est une suite décroissante d’ensembles compacts et si K := N, K, alors
Y(K) = lim y(Kp).
n—o0
La capacité analytique satisfait-elle une certaine régularité intérieure 7 Autrement dit, si K1 C
K5 C Kj... est une suite croissante d’ensembles compacts et si K := U, K, est compact, alors

a-t-on

A(K) = lim A(K,)?

n—oo
Cette question s’avére étroitement liée au probléme de la capacitabilité de la capacité analy-
tique. Donner une réponse compléte, sans aucune hypothése sur le nombre de composantes
connexes des K, ou sur la disposition de ces derniers les uns par rapport aux autres, semble

étre trés difficile.
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