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Résumé

La notion de mouvement holomorphe a été introduite en 1983 par Mañé, Sad et

Sullivan pour étudier certaines familles de fonctions rationnelles. Dans ce mémoire,

on se propose d’utiliser les mouvements holomorphes dans le contexte des systèmes de

fonctions itérées (IFS). Dans un premier temps, nous serons amenés à définir l’attracteur

d’un IFS. Par la suite, on s’intéressera à la notion de quasiconformité, qui est intimement

liée aux mouvements holomorphes. Finalement, après avoir exposé certains résultats de

prolongement, nous déterminerons des critères qui nous assurent de l’existence d’un

mouvement holomorphe de l’attracteur d’une famille d’IFS.
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3.4 Continuité absolue sur les lignes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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CHAPITRE 1

Introduction

Nous avons tous déjà vu dans la nature des objets composés de plus petites structures

qui ont le même aspect que l’objet tout entier. Pensons seulement à la fougère et aux

flocons de neige. De telles formes ont été étudiées par les mathématiciens dès le début

du vingtième siècle.

Pour effectuer ces diverses modélisations, on a construit différents ensembles, la

plupart du temps dans le plan complexe, qui vérifiaient des propriétés d’auto-similarité.

Le nom de fractal a été attribué à ces objets. Ce dernier a été contruit à partir de

l’étymologie latine fractus, qui signifie brisé. À titre d’exemple, la figure 1 illustre la

modélisation d’une branche de fougère ainsi que d’un flocon de neige.

Plusieurs approches peuvent être utilisées pour construire des fractals. Une méthode

simple et fructueuse pour obtenir de tels ensembles consiste à itérer plusieurs fonctions

simultanément. À cet effet, le deuxième chapitre de ce mémoire concernera l’étude des

systèmes de fonctions itérées. On y parlera entre autre de l’attracteur d’un système de

fonctions itérées. Celui-ci est un ensemble auto-similaire très important.

Le chapitre trois sera consacré à l’étude des transformations quasi-conformes. Comme

leur nom semble le laisser croire, ces dernières ressemblent beaucoup à des transforma-

tions conformes. Leur importance sera mise en évidence au quatrième chapitre, alors



Chapitre 1. Introduction 2

Fig. 1.1 – Modélisation d’un flocon de neige et d’une fougère à l’aide d’images fractales.

que nous discuterons du mouvement holomorphe d’un ensemble. La notion de mouve-

ment holomorphe a été introduite il y a une vingtaine d’années pour décrire l’ensemble

de Julia d’une famille de fonctions rationnelles. Cependant, on lui a trouvé d’autres

applications par la suite. À ce propos, le cinquième chapitre fera justement le pont

entre les systèmes de fonctions itérées et les mouvements holomorphes. On déterminera

des conditions sous lesquelles l’attracteur d’une famille de fonctions itérées décrit un

mouvement holomorphe.



CHAPITRE 2

Systèmes de fonctions itérées

2.1 Définition d’un IFS

Définition 2.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une fonction f : X → X est une

contraction s’il existe une constante c ∈ (0, 1) telle que

d (f(x), f(y)) ≤ cd(x, y) (2.1)

pour tout x, y ∈ X.

La constante c est souvent appelée un rapport de contraction pour f . Il est important

de remarquer que cette dernière n’est pas unique. Lorsqu’on parlera du rapport de

contraction de f , il s’agira de la plus petite valeur de c vérifiant l’inégalité (2.1). Un

résultat classique d’analyse, le théorème du point fixe de Banach1, nous assure que toute

contraction définie sur un espace métrique complet admet un unique point fixe. On peut

démontrer ce résultat sans peine, voir [6] et [7] à cet effet. L’étude des contractions sur

un espace métrique complet a permis de donner des preuves élégantes de plusieurs

théorèmes importants. Dans la grande majorité des cas, c’est précisément l’existence

de l’unique point fixe qui est l’élément clé de la démonstration. Comme l’étude des

1Ce résultat est aussi connu comme étant le théorème de contraction.
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contractions mène à de grands résultats, certains mathématiciens perspicaces ont obtenu

beaucoup de succès en étudiant des familles de contractions. C’est précisément ce sur

quoi portera le présent chapitre.

Définition 2.2. Soit X un espace métrique complet et soit n ∈ N. On dira que

S = {f1, f2, . . . fn} est un système de fonctions itérées fini sur X si chaque fi est

une contraction sur X.

Exemple 2.1. Prenons comme espace métrique X = (C, | |), le plan complexe muni

de la métrique euclidienne, et posons S = {f1, f2}, où

f1(z) =
z

3
et f2(z) =

z

3
+

2

3
.

Clairement X est un espace métrique complet. De plus, f1 et f2 sont des contractions

de rapport 1
3
. Ainsi, S est un système de fonctions itérées fini sur X. On peut aussi

définir le rapport de contraction d’un système de fonctions itérées fini comme étant le

maximum des rapports de contraction des éléments qui forment le système. Ainsi, le

rapport de contraction de S est égal à 1
3
. D’autres exemples de systèmes de fonctions

itérées finis sont présentés dans [7].

Comme c’est souvent le cas en mathématique, on traite le cas fini d’un problème pour

ensuite vérifier si les résultats que l’on a obtenus sont aussi valides dans le cas infini.

Ainsi, on a d’abord étudié des familles qui comportaient un nombre fini de contrac-

tions et plus récemment, nous nous sommes intéressés aux propriétés des familles en

comportant un nombre infini. Cependant, il arrive parfois que le passage du cas fini

au cas infini entrâıne quelques modifications des concepts qui avaient du sens avant la

transition, mais qui n’en ont plus vraiment après. Cela a fait en sorte que la première

définition d’un système de fonctions itérées a dû être quelque peu adaptée afin de rendre

possible l’étude des systèmes possédant un nombre infini de contractions. Par exemple,

le rapport de contraction d’un système de fonctions itérées doit être redéfini puisque

rien n’indique a priori que l’ensemble des rapports de contraction d’un système possède

un élément maximal. En fait, si nous ne modifions pas la définition d’un système de

fonctions itérées pour le cas infini, deux situations fâcheuses peuvent survenir, si bien

que nous ne pourrions pas aller bien loin dans le traitement de ce dernier cas. Voici

deux exemples pathologiques illustrant chacune de ces situations.

Exemple 2.2. Prenons comme espace métrique R avec la métrique euclidienne, et

F =

{
fn(x) =

(
1− 1

n + 1

)
x : n ∈ N

}

comme famille de contractions. Bien évidemment, R muni de la métrique euclidienne est

un espace métrique complet. On constate que fn a 1− 1
n+1

comme rapport de contraction.
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Comme l’ensemble des rapports de contraction des éléments de la famille considérée

comporte une infinité d’éléments, on ne peut plus définir le rapport de contraction

du système comme étant le maximum de ces rapports, car rien nous dit qu’un maxi-

mum est atteint. Il est donc naturel de vouloir prendre le supremum des rapports de

contraction pour définir le rapport de contraction du système. Or, le supremum des

rapports de contraction pour cette famille est égal à 1. Comme nous allons le voir dans

la démonstration du théorème 2.2, il est primordial que le rapport de contraction d’un

système de fonctions itérées soit strictement inférieur à 1, car sinon cela nous empêche

d’utiliser le théorème du point fixe de Banach, si essentiel pour la poursuite des choses.

Cependant, si on considère une sous-famille finie de F , appelons-la S, alors le rapport

de contraction du système formé par S est bel et bien inférieur à 1, puisqu’il s’agit du

maximum d’un ensemble fini de nombres strictement inférieurs à 1.

Exemple 2.3. Considérons toujours R muni de la métrique euclidienne, mais cette

fois-ci fixons a ∈ (1,∞) et considérons la famille

F :=
{

fn(x) =
x

a
+ (−a)n : n ∈ N

}
.

Les éléments de cette famille sont des contractions de rapport 1
a
. Si nous considérons

une sous-famille finie de F , disons S, alors pour tout f ∈ S et pour tout x ∈ R, nous

avons que d(0, f(x)) < ∞. Ainsi, supf∈S d(0, f(x)) = maxf∈S d(0, f(x)) < ∞ pour tout

x ∈ R. Néanmoins, si on considère la famille F , qui comporte une infinité d’éléments,

nous avons que pour tout x ∈ R,

sup
f∈F

d(0, f(x)) = sup
n∈N

d
(
0,

(x

a
+ (−a)n

))
= ∞.

Encore une fois, on voit bien que le comportement d’une famille comportant un nombre

infini de contractions diffère passablement du cas fini. Cette fois-ci, le fait qu’il n’existe

aucun élément x dans l’espace métrique pour lequel

sup
f∈F

d(0, f(x)) < ∞

nous empêche de bien définir la fonction de codage associée à la famille F (voir la

définition 2.4).

Après avoir mis en évidence à l’aide de deux exemples que la définition d’un système

fini de fonctions itérées doit être modifiée si on veut étudier des systèmes infinis de

fonctions itérées, nous sommes maintenant prêts à donner la définition actuelle d’un tel

système.
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Définition 2.3. Soit I un ensemble dénombrable et soit (X, d) un espace métrique

complet. On dira que S = {fi}i∈I est un système de fonctions itérées sur X si les trois

conditions suivantes sont satisfaites :

1. Les fi sont des contractions de rapport ci ;

2. C := supi∈I ci < 1 ;

3. B := supi∈I d(0, fi(x0)) < ∞ pour un certain x0 ∈ X.

Par la suite, nous utiliserons fréquemment l’acronyme IFS pour désigner un système

de fonctions itérées, qu’il soit fini ou infini. Cette appelation provient de Iterated Func-

tion System, la terminologie anglaise la plus fréquemment utilisée.2 Certains auteurs uti-

lisent le terme IFS pour désigner des familles de fonctions qui ne sont pas nécessairement

des contractions. Cependant, nous ne dérogerons pas à la définition 2.3. Pour faire suite

aux deux exemples de familles de contractions présentés précédemment, mentionnons

qu’ils ne sont pas des IFS. En effet, dans l’exemple 2.1, la famille de contractions ne

vérifie pas la deuxième condition, tandis que la famille de l’exemple 2.2 ne rencontre

pas la troisième condition. Pour faire un retour sur l’exemple 2.1, mentionnons qu’il

s’agit bien d’un IFS. En effet, nous avons que I = {1, 2}, qui est un ensemble fini,

donc dénombrable, et le supremum des rapports de contraction est de 1
3
. Si on pose

x0 = 0, alors B := supi∈I d(0, fi(x0)) = max{0, 2
3
} = 2

3
< ∞, et la troisième condition

est vérifiée.

Nous allons maintenant voir que si S = {fi}i∈I est un IFS sur l’espace métrique X,

alors n’importe quel x0 ∈ X peut être choisi pour vérifier la troisième condition. En

effet, supposons qu’il existe x0 ∈ X tel que supi∈I d(0, fi(x0)) = K < ∞, et choisissons

un x ∈ X arbitraire. En appliquant l’inégalité triangulaire, nous avons que

sup
i∈I

d(0, fi(x)) ≤ sup
i∈I

d(0, fi(x0)) + sup
i∈I

d(fi(x0), fi(x))

≤ K + sup
i∈I

cid(x0, x)

≤ K + d(x0, x)

< ∞.

À présent, introduisons une autre partie de la terminologie qui sera utilisée pour

étudier les IFS. Essentiellement, on utilisera la même approche et la même notation

que dans [4]. Tout d’abord, l’ensemble I qui apparâıt dans la définition 2.3 se nomme

l’alphabet de l’IFS. Les éléments de I, quant à eux, sont appelés des lettres. Ensuite,

2On retrouve aussi l’expression Iterated Function Scheme dans [11], mais cette terminologie est
moins populaire dans la littérature.
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pour chaque entier naturel n, il est possible d’ordonner n lettres de l’alphabet I, formant

ainsi un mot de longueur n. On utilise le symbole In pour représenter l’ensemble des

mots de longueur n dont les lettres proviennent de l’alphabet I. De plus, on définit

le mot vide, noté Ø, comme étant l’unique mot de longueur 0. Finalement, il serait

important d’être en mesure de considérer tous les mots de longueur finie qu’on peut

construire à partir de l’alphabet I. Cela peut être fait en définissant I∗ de la façon

suivante :

I∗ := ∪n∈NIn ∪ {Ø} .

Dans quelques lignes, nous verrons comment l’introduction de toute cette notation

simplifie l’étude des IFS. Cependant, dans la perspective d’étudier le comportement

limite d’un IFS, nous devons définir I∞, l’ensemble des mots infinis à droite dont les

lettres appartiennent à l’alphabet I. Ainsi, nous avons que

I∞ := {ω : ω = ω1ω2ω3 . . . , où ωj ∈ I ∀ j ∈ N}.

De cette façon, la longueur d’un mot ω, noté |ω|, est l’unique élément de l’ensemble

N∪{∞} tel que ω ∈ I |ω|. Étant donné ω ∈ I∗∪I∞, pour tout n ∈ N vérifiant n ≤ |ω|, on

définit ω|n comme étant le mot ω1ω2ω3 . . . ωn, où ω1, ω2, ω3, . . . , ωn sont les n premières

lettres, dans l’ordre, du mot ω. Voyons maintenant comment cette terminologie peut

nous être utile pour étudier les IFS.

En premier lieu, si ω = ω1ω2ω3 . . . ω|ω| ∈ I∗, alors {ω1, ω2, ω3, . . . , ω|ω|} ⊆ I et on

peut définir la fonction fω : X → X comme suit :

fω := fω1 ◦ fω2 ◦ fω3 ◦ . . . fω|ω| .

Notons que fω est une contraction de rapport

cω :=

|ω|∏
j=1

cωj
,

où cωj
est le rapport de contraction de fωj

. En effet, cω est un produit fini de nombres

dans l’intervalle (0, 1), donc appartient lui-même à cet ensemble.

Remarque 2.1. Étant donné ω ∈ I∗ ∪ I∞, on notera toujours par ωi la ie lettre du

mot ω. De même, cωi
désignera toujours le rapport de contraction pour fωi

.

Nous allons maintenant définir la fonction de codage associée à un IFS. Cette fonc-

tion est indispensable pour bien comprendre le comportement des IFS. À la définition

2.5, elle sera utilisée pour définir l’ensemble limite d’un IFS, puis, dans le chapitre 5,

on s’en servira pour construire des mouvements holomorphes.
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Définition 2.4. Soit S = {fi}i∈I un IFS sur X. La fonction de codage associée à S est

définie par

π : I∞ → X

ω 7→ lim
n→∞

fω|n(x0),

où x0 ∈ X.

Avant d’être assurés de l’existence de la fonction de codage associée à un IFS, il

nous faut démontrer deux choses ; d’abord on doit vérifier que la limite existe bien pour

chaque ω ∈ I∞ et chaque x0 ∈ X, puis ensuite il nous faut montrer que cette limite est

indépendante du choix de x0.

1re étape : limn→∞ fω|n(x0) existe pour chaque ω ∈ I∞ et chaque x0 ∈ X.

D’après ce qui a été fait précédemment dans ce chapitre, si nous avons un IFS sur

un espace métrique X, alors pour chaque x0 ∈ X, il existe une constante B telle que

supi∈I d(0, fi(x0)) < B. Soient m et n des entiers positifs tels que m > n. En appliquant

l’inégalité triangulaire de façon répétitive, on obtient que

d(fω|n(x0), fω|m(x0)) ≤
m−1∑

k=n

d(fω|k(x0), fω|k+1
(x0))

≤
m−1∑

k=n

cω|kd(x0, fωk+1
(x0))

≤
m−1∑

k=n

Ck
(
d(0, x0) + d(0, fωk+1

(x0))
)

≤ Cn

1− C

(
d(0, x0) + B

)
.

Comme C = supi∈I ci < 1, cela montre que d(fω|n(x0), fω|m(x0)) → 0 lorsque n tend

vers l’infini. Par conséquent, (fn(x0))n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x0 ∈ X.

Par hypothèse, l’espace métrique X est complet. Ainsi, la suite converge dans X et

donc π(ω) existe pour tout ω ∈ I∞ et pour tout x0 ∈ X.

2e étape : limn→∞ fω|n(x0) ne dépend pas du choix de x0.

En effet, soit x1 ∈ X. Nous avons alors que

d(fω|n(x0), fω|n(x1)) ≤ cω|nd(x0, x1)

= cω1cω2 . . . cωnd(x0, x1)

≤ Cnd(x0, x1).
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Puisque Cnd(x0, x1) → 0 lorsque n tend vers l’infini, il en découle que

lim
n→∞

fω|n(x0) = lim
n→∞

fω|n(x1).

Définition 2.5. Soit S = {fi}i∈I un IFS sur X. L’ensemble limite de S, noté J , est

défini par

J := π(I∞).

Pour tout i ∈ I et pour tout ω ∈ I∞, nous avons que

fi(π(ω)) = fi

(
lim

n→∞
fω|n(x0)

)

= lim
n→∞

fi ◦ fω|n(x0) (car les fi sont continues)

= lim
n→∞

fiω|n(x0)

= π(iω).

Cette observation nous permet de voir que l’ensemble limite J d’un IFS est tel que

J = ∪i∈Ifi(J). Un ensemble vérifiant cette propriété est dit auto-similaire.

2.2 L’attracteur d’un IFS

Lorsqu’on étudie les IFS, un des problèmes les plus importants auquel on fait face

consiste à déterminer la nature de l’attracteur d’un système de fonctions itérées donné.

Cependant, avant de définir cette notion, il nous faudra rappeler quelques résultats et

surtout démontrer le théorème 2.2. En premier lieu, si X est un espace métrique, on

note par κ(X) l’ensemble dont les éléments sont les sous-ensembles compacts non-vides

de X. Comme nous allons le voir, il est possible de munir κ(X) d’une métrique, de telle

sorte que κ(X) équipé de celle-ci soit un espace métrique complet si X est lui-même un

espace métrique complet.

Définition 2.6. Soit (X, d) un espace métrique et soit A ∈ κ(X). Pour chaque x ∈ X,

la distance de x à l’ensemble A, est définie par

d(x, A) := min
a∈A

d(x, a).

Remarque 2.2. A priori, rien n’indique que pour chaque x fixé, il existe un â ∈ A

tel que d(x, â) ≤ d(x, a) pour tout a ∈ A. Cela découle de la compacité de l’ensemble

A et de la continuité de la fonction d(x, ·) vue comme fonction de A dans [0,∞). On

retrouve les détails de cette preuve dans [7]. C’est ce même argument qui nous permet

de définir la distance entre deux éléments de κ(X) à la définition 2.7.
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Définition 2.7. Soit (X, d) un espace métrique et soient A,B ∈ κ(X). La distance de

l’ensemble A à l’ensemble B est définie par

dist(A,B) := max
a∈A

d(a,B).

Malheureusement pour nous, cette fonction, qui est définie sur κ(X)× κ(X), n’est

pas une métrique pour l’espace κ(X). En effet, si on choisit comme espace métrique R
muni de la métrique euclidienne, alors en prenant les compacts A = {0} et B = [1, 2]

dans κ(R), on trouve que d(A, B) = 1 et d(B, A)=2, et donc d(A, B) 6= d(B, A). Afin

de donner à κ(X) une structure d’espace métrique, nous devons le munir de la métrique

présentée à la définition 2.8.

Définition 2.8. Soit (X, d) un espace métrique. On définit la métrique de Hausdorff

sur κ(X) par

dH(A,B) = max{d(A,B), d(B, A)}.

On montre facilement dans [7] que dH est bien une métrique sur κ(X). Afin de

donner une interprétation plus géométrique de la métrique de Hausdorff, on définit la

δ-enveloppe de A ∈ κ(X) par Aδ := {x ∈ X : d(x,A) ≤ δ}. On montre dans [11] que la

distance de Hausdorff entre deux compacts A et B correspond à la plus petite valeur

de δ telle que l’on ait à la fois B ⊆ Aδ et A ⊆ Bδ.

Il est facile de montrer que si X est un espace métrique, alors (κ(X), dH) en est aussi

un. Cependant, on ne sait pas si cet espace métrique est complet. Le résultat suivant,

dont la démonstration demande assez de travail, concerne la complétude de l’espace

(κ(X), dH). Comme il s’agit d’un résultat classique, on laissera le soin au lecteur de

consulter [7] et [13] pour en connâıtre la démonstration.

Théorème 2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors (κ(X), dH) est aussi un

espace métrique complet.

C’est précisément grâce à ce dernier résultat que nous pouvons démontrer le théorème

suivant, qui mène finalement à la définition de l’attracteur d’un IFS.

Théorème 2.2. Soit S = {fi}i∈I un IFS sur X. Alors la fonction

F : κ(X) → κ(X)

K 7→ ∪i∈Ifi(K),

appelée fonction d’attraction de S, est une contraction et possède un unique point fixe

dans κ(X).
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Preuve. Soient K,L ∈ κ(X) et soit ε > 0. Pour tout y ∈ F (K), il existe i ∈ I et

u ∈ K pour lesquels d(y, fi(u)) < ε. Prenons un v ∈ L qui vérifie d(u, L) = d(u, v). On

peut choisir un tel v puisque L est compact. Ainsi, pour chaque y ∈ F (K), nous avons

que

d(y, F (L)) ≤ d(y, fi(v))

≤ d(y, fi(u)) + d(fi(u), fi(v))

≤ ε + Cd(u, v) (où C est un rapport de contraction pour S)

≤ ε + CdH(K, L).

Donc dist(F (K), F (L)) = maxy∈F (K) d(y, F (L)) ≤ ε + CdH(K, L). En laissant tendre ε

vers 0, on obtient que dist(F (K), F (L)) ≤ CdH(K,L). De la même façon, on montre

que dist(F (L), F (K)) ≤ CdH(K,L). Ainsi,

max{dist(F (K), F (L)), dist(F (L), F (K))} ≤ CdH(K,L),

d’où l’on conclut que dH(F (K), F (L)) ≤ CdH(K, L). Puisque C est le rapport de

contraction de S, il suit que C < 1 et donc F est une contraction sur κ(X). Par

définition d’un IFS, X est complet et donc d’après le théorème 2.1, (κ(X), dH) est un

espace métrique complet. Finalement, d’après le théorème du point fixe de Banach,

toute contraction sur un espace métrique complet admet un unique point fixe. ¥
Nous pouvons maintenant définir l’attracteur d’un IFS. D’après le théorème 2.2, nous

sommes assurés que ce dernier est bien défini. Par la suite, nous verrons que l’attracteur

et l’ensemble limite d’un IFS sont intimement liés.

Définition 2.9. Soit S un système de fonctions itérées. L’unique point fixe de sa fonc-

tion d’attraction s’appelle l’attracteur de S.

Corollaire 2.1. Soit S = {fi}i∈I un IFS. Alors l’attracteur de S correspond à la

fermeture de son ensemble limite.

Preuve. D’après la définition 2.9, il suffit de montrer que F (J) = J , où F est la

fonction d’attraction de S, et J son ensemble limite. À la page 9, nous avons vu que J

était auto-similaire, i.e. J = ∪i∈Ifi(J). Ainsi,

J = ∪i∈Ifi(J) ⊆ ∪i∈Ifi(J) = F (J).

D’autre part, nous avons aussi que

F (J) = ∪i∈Ifi(J) ⊆ ∪i∈Ifi(J) ⊆ ∪i∈Ifi(J) = J.

On a donc bien que F (J) = J . ¥
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Bien que nous sachions que chaque système de fonctions itérées possède un attrac-

teur, il serait intéressant de pouvoir le déterminer. En fait, si on regarde attentivement

la preuve du théorème du point fixe de Banach (voir [6]), on s’aperçoit qu’elle nous

donne le chemin à suivre pour obtenir le point fixe tant désiré. Étant donnés un espace

métrique complet X et une contraction f sur X, alors l’unique point fixe de f , disons

x′, peut être obtenu en prenant la limite des itérés de f évalués en n’importe quel point

de X. En termes plus mathématiques, cela signifie que

x′ = lim
n→∞

fn(x0)

pour tout x0 ∈ X. On peut ainsi appliquer cette méthode pour déterminer l’attracteur

d’un IFS. En effet, soit S = {fi}i∈I un IFS sur X. Si F désigne la fonction d’attraction

de S, en remarquant que

∪i∈Ifi (∪j∈Ifj(K)) = ∪ω∈I2fω(K),

on montre par induction que F n(K) = ∪ω∈Infω(K) et donc

A = lim
n→∞

∪ω∈Infω(K)

est l’attracteur de S pour tout K ∈ κ(X). Voici comment on peut obtenir l’attracteur

de l’IFS présenté à l’exemple 2.1.

Pour déterminer l’attracteur de cet IFS, il nous faut d’abord choisir un compact

K ∈ κ(C) et calculer les itérés de F , la fonction d’attraction de S. Prenons K = D, le

disque unité fermé. Ainsi,

F 0(K) = D(0, 1),

F 1(K) = D
(
0, 1

3

) ∪ D (
2
3
, 1

3

)
,

F 2(K) = D
(
0, 1

9

) ∪ D (
2
9
, 1

9

) ∪ D (
2
3
, 1

9

) ∪ D (
8
9
, 1

9

)
.

En poursuivant ce processus, on obtient le schéma d’itération présenté à la figure 2.1.

Il est facile de voir que l’ensemble limite de l’IFS est l’ensemble de Cantor C construit

à partir de l’intervalle [0, 1]. À la première étape de la construction, on enlève l’intervalle(
1
3
, 2

3

)
. Puis, aux étapes suivantes, on enlève l’ensemble ouvert formant le tiers central

de chacune des composantes connexes de l’ensemble obtenu à l’étape précédente de la

construction. Il est alors clair que C = f1(C) ∪ f2(C). Il est aussi possible de mon-

trer que l’ensemble de Cantor est l’ensemble des nombres dans l’intervalle [0, 1] dont la

représentation en base 3 ne comporte jamais le chiffre 2. Ainsi, on peut en déduire que

la cardinalité de l’ensemble de Cantor est 2ℵ0 . Cet ensemble est donc non-dénombrable.
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1

F 0(K)

1

F 1(K)

1

F 2(K) F 3(K)

F 4(K)

1

1

Fig. 2.1 – Schéma d’itération de l’IFS

2.3 Familles holomorphes d’IFS

Jusqu’à présent, tous les résultats que nous avons démontrés étaient valables pour

des IFS définis sur un espace métrique complet quelconque. Nous allons maintenant

nous restreindre au cas particulier où les IFS sont définis sur (C, | |), le plan complexe

muni de la métrique euclidienne. Pour l’instant cette particularisation peut sembler

superflue, mais nous utiliserons plus loin des théorèmes d’analyse complexe qui sont

valables seulement dans ce cas singulier, et donc nous devons quitter le cas, somme toute

assez général, des espaces métriques complets. Ainsi, lorsqu’on utilisera l’abbréviation

IFS, cela voudra dire qu’on considère un système de fonctions itérées sur C. Si on

reprend la définition 2.3, dire que S = {fi}i∈I est un IFS sur C revient à exiger les trois

conditions suivantes :

1. |fi(z)− fi(w)| ≤ ci|z − w| pour tout i ∈ I, z, w ∈ C et où ci ∈ (0, 1) ;

2. C := supi∈I ci < 1 ;

3. B := supi∈I |fi(z0)| < ∞ pour un certain z0 ∈ C.

Comme le titre de cette section l’indique, nous souhaitons définir ce qu’on entend par

famille holomorphe d’IFS, objet d’étude principal de ce mémoire. Pour y arriver, nous

devrons paramétriser les contractions d’un IFS. Ainsi, pour un λ0 fixé, Sλ0 = {fi,λ0}i∈I .
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On notera par ci(λ0) le rapport de contraction pour fi,λ0 . On fait alors la définition

suivante.

Définition 2.10. Soit Λ ⊆ C un ouvert simplement connexe. On dira que la famille

SΛ = {Sλ : λ ∈ Λ} est une famille holomorphe d’IFS d’alphabet I si

1. Sλ est un IFS d’alphabet I pour tout λ ∈ Λ ;

2. Les fonctions

Υi,z0 : Λ → C
λ 7→ fi,λ(z0)

sont holomorphes pour tout i ∈ I, z0 ∈ C.

3. Si |I| = ∞, alors pour chaque λ0 ∈ Λ, il existe un voisinage Λ0 ⊆ Λ de λ0 tel que

C(λ0) := sup
λ∈Λ0

sup
i∈I

|ci(λ)| < 1

et

B(λ0) := sup
λ∈Λ0

sup
i∈I

|fi,λ(z0)| < ∞ pour un certain z0 ∈ C.

Voici maintenant un court exemple de façon à illustrer cette longue définition.

Exemple 2.4. Prenons Λ = D et I = {1, 2}. Pour λ ∈ D, on définit f1,λ(z) = λz
2

et

f2,λ(z) = λz
3

+ 5. Pour chaque valeur de λ ∈ D, f1,λ et f2,λ sont des contractions. Par

conséquent,

S∆ =
{{

λz
2
, λz

3
+ 5

}
: λ ∈ D}

est une famille d’IFS. En fait, il s’agit d’une famille holomorphe d’IFS , car les fonctions

Υ1,z0(λ) =
λz0

2
et Υ2,z0(λ) =

λz0

3
+ 5

sont holomorphes sur le disque unité ouvert pour toute valeur de z0 ∈ C.

2.4 Conditions de chevauchement

En étudiant les IFS, on s’est vite rendu compte qu’il y a une situation où certains

résultats étaient plus faciles à démontrer. La condition que doit vérifier le système de

fonctions itérées concerne le chevauchement potentiel des images des contractions. Voici

plus précisément ce qu’on entend par cette condition.
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Définition 2.11. Soit S = {fi}i∈I un IFS. On dira que S satisfait la condition OSC

s’il existe un ouvert non-vide U ⊆ C tel que

1. fi(U) ⊆ U pour tout i ∈ I ;

2. fi(U) ∩ fj(U) = Ø pour tout i, j ∈ I, i 6= j.

On dira aussi qu’un tel U réalise la condition OSC pour S.

Cette condition fut introduite en 1946 par P. A. P. Moran afin d’étudier la dimen-

sion de Hausdorff d’un attracteur. Par la suite, plusieurs conditions du même genre

ont été considérées, toujours dans la perspective de démontrer certaines propriétés de

l’attracteur d’un système de fonctions itérées. Voici ces conditions, que nous utiliserons

ultérieurement.

Définition 2.12. Soit S = {fi}i∈I un IFS. On dira que S satisfait la condition COSC

s’il existe un ouvert non-vide U ⊆ C tel que

1. U réalise la condition OSC pour S ;

2. fi(U) ∩ fj(U) = Ø pour tout i, j ∈ I, i 6= j.

Définition 2.13. Soit S un IFS. On dira que S satisfait la condition SOSC s’il existe

un ouvert U réalisant la condition OSC et qui contient des points limites de S, i.e.

U ∩ J 6= Ø.

Les noms de ces trois conditions sont inspirés de la terminologie anglaise. Les condi-

tions OSC, COSC et SOSC sont respectivement les acronymes de Open Set Condition,

Closed Open Set Condition et Strong Open Set Condition. Bien évidemment, il existe

des liens entre ces différentes conditions. Clairement, nous avons que

COSC ⇒ OSC et SOSC ⇒ OSC.

Il est même possible de montrer que les conditions OSC et SOSC sont équivalentes dans

le cas d’un IFS de type fini (voir[27]). Il est alors naturel de se demander si nous avons

l’implication OSC ⇒ SOSC pour les IFS infinis. Tout récemment, en 2005, T. Szarek

et S. Wedrychowicz ont levé le voile sur cette question en démontrant que la condition

OSC n’entrâıne pas la condition SOSC pour le cas infini (voir [33]).

Nous allons à nouveau considérer l’exemple 2.1. On peut se poser la question sui-

vante : Est-ce que S satisfait les conditions OSC, COSC et SOSC? La réponse est

affirmative. Par exemple, si on choisit l’ouvert U = D, alors U réalise SOSC. En fait,

on vérifie facilement que U vérifie OSC, et on remarque par exemple que 0 ∈ J ∩ U .
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Cependant, cet ouvert ne réalise pas COSC puisqu’on a alors f1(U)∩ f2(U) = {1
3
} 6= Ø

et U = D. Néanmoins, si on choisi plutôt U = {z ∈ C : |z| < 1
2
} comme ouvert, on peut

vérifier sans peine que ce dernier réalise les conditions OSC, COSC et SOSC.

2.5 La dimension de Hausdorff

En pratique, il est passablement difficile de vérifier si un système de fonctions itérées

vérifie la condition OSC. Cependant, dans la situation où le système est un ensemble

fini de similitudes, nous avons une condition nécessaire pour que la condition OSC soit

vérifiée. Néanmoins, avant d’énoncer ce critère, nous devons introduire le concept de

dimension de Hausdorff. C’est à Moran que revient l’idée de calculer la dimension de

Hausdorff de l’attracteur d’un IFS (voir [25]). Par contre, on reprendra la présentation

plus contemporaine de cette théorie présentée dans [11].

Définition 2.14. Soit U un ouvert non-vide du plan complexe. Le diamètre de U est

défini par

diam(U) = sup{|z − w| : z, w ∈ U}.

Définition 2.15. Soit E un sous-ensemble du plan complexe et soit δ > 0. Une famille

d’ouverts {Ui}i∈N, où Ui ⊂ C pour tout i ∈ N, est un δ-recouvrement de E si

1. E ⊂ ∪∞i=1Ui ;

2. 0 < diam(Ui) ≤ δ pour tout i ∈ N.

Avec ces deux définitions, nous sommes maintenant prêts à introduire une mesure

qui est définie pour tous les sous-ensembles du plan complexe. L’idée d’utiliser des recou-

vrements pour construire une mesure remonte à 1914, et on la doit à C. Carathéodory.

Cependant, la mesure que nous allons définir ici provient des travaux de F. Hausdorff

et a été introduite en 1919.

Définition 2.16. Soient E ⊂ C, δ > 0 et s ≥ 0. On définit H s
δ(E) par

H s
δ(E) := inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
s : {Ui}i∈N est un δ-recouvrement de E

}
.
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Remarquons qu’en diminuant la valeur de δ, il y a de moins en moins de δ-recou-

vrement admissibles, de telle sorte que H s
δ(E) augmente. Cette observation motive la

prochaine définition.

Définition 2.17. Soient E ⊂ C et s ≥ 0. La s-mesure de Hausdorff de l’ensemble E

est définie par

H s(E) := lim
δ→0+

H s
δ(E).

On peut vérifier qu’il s’agit d’une mesure extérieure. Ainsi, H s(E) prend ses valeurs

dans R+ ∪ {∞}. C’est à partir des s-mesures qu’on définit la dimension de Hausdorff

d’un ensemble. On peut montrer (voir [11]) que pour un ensemble E ⊂ C donné, il

existe un unique s? ∈ R+ ∪ {∞} tel que

H s(E) =

{
∞ si s < s?,

0 si s > s?.
(2.2)

Définition 2.18. Soit E ⊂ C. L’unique valeur de s? satisfaisant l’équation 2.2 s’appelle

la dimension de Hausdorff de E, et on la note dimH E. On peut aussi écrire

dimH E = inf{s ≥ 0 : H s(E) = 0}.

Nous n’aurons pas besoin de résultats avancés sur la dimension de Hausdorff. Le

lecteur intéressé à en savoir davantage peut consulter l’ouvrage de Falconer (voir [11])

et l’article de Hutchinson (voir [16]). Cependant, nous allons avoir besoin du fait que

la dimension de Hausdorff d’un singleton est zéro.

Soit E = {z0}, où z0 ∈ C. Posons U = B
(
z0,

δ
2

)
. Alors {U} est un δ-recouvrement

de E pour tout δ > 0. Ainsi, H s
δ(E) = (diam(U))s = δs. De cela nous pouvons conclure

que

H s(E) =

{
0 si s > 0,

1 si s = 0.

Nous avons donc, par définition de la dimension de Hausdorff, que dimH E = 0.

Voici maintenant un résultat qui fait un lien entre la condition OSC et la dimension

de Hausdorff de l’attracteur d’un IFS. Notons cependant que ce résultat n’est valide

que pour des IFS comportant un nombre fini de similitudes.
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Théorème 2.3. Soit S = {fi : i = 1, 2, . . . , n} un IFS qui satisfait la condition OSC

et pour lequel les fi sont des similitudes. Soit ci le rapport de contraction de fi. Si A

désigne l’attracteur de S et s sa dimension de Hausdorff, alors s satisfait

n∑
i=1

|ci|s = 1. (2.3)

De plus, 0 < H s(A) < ∞.

On peut se référer à [11] pour connâıtre la démonstration de ce théorème. Pour un

IFS formé uniquement de similitudes, la valeur de s satisfaisant l’équation 2.3 s’appelle

la dimension de similarité. Le théorème nous affirme donc que la dimension de simila-

rité et la dimension de Hausdorff de l’attracteur d’un IFS formé d’un nombre fini de

similitudes ont la même valeur dans le cas où le système satisfait la condition OSC. Il

existe une autre dimension, la dimension de box-counting, qui peut être définie pour ce

type d’IFS. Une fois de plus, on peut montrer que dans ce cas précis elle correspond à

la valeur de s dans l’équation 2.3 (voir [11]).

Revenons une dernière fois sur l’exemple 2.1, cette fois-ci pour déterminer la di-

mension de Hausdorff de l’attracteur de S. En effet, puisque S est un IFS formé d’un

nombre fini de contractions qui sont des similitudes et qu’il satisfait la condition OSC,

le théorème 2.3 nous permet de déterminer la dimension de Hausdorff de son attrac-

teur, c’est-à-dire de l’ensemble de Cantor. En effet, selon ce théorème, la dimension de

Hausdorff de l’ensemble de Cantor est la valeur de s satisfaisant l’équation

(
1

3

)s

+

(
1

3

)s

= 1.

Cette dernière se résout facilement, et on trouve que

s = dimH C =
log 2

log 3
.



CHAPITRE 3

La quasiconformité

3.1 Introduction à la quasiconformité

Les transformations quasi-conformes, d’abord définies sur le plan complexe et en-

suite sur des surfaces de Riemann quelconques, sont le résultat d’une généralisation

des transformations conformes. Heureusement, il ne s’agit pas là de définir un ob-

jet mathématique dans l’unique but de généraliser un concept déjà établi. Nous ver-

rons dans ce chapitre trois définitions de la quasiconformité, selon l’ordre chronolo-

gique. Disons seulement pour l’instant qu’une transformation quasi-conforme est un

homéomorphisme défini sur un domaine du plan complexe qui ne « déforme » pas trop

ce domaine. Par exemple, l’image d’un cercle infinitésimal après lui avoir appliqué une

transformation quasi-conforme est une ellipse infinitésimale. Nous serons par la suite

amenés à mesurer cette déformation, en introduisant un coefficient de dilatation. C’est

alors qu’on verra qu’une transformation conforme est un cas particulier des transfor-

mations quasi-conformes. L’objectif de ce chapitre est simplement de donner une bonne

idée au lecteur de la notion de quasiconformité. Pour cette raison, certains résultats

en fin de chapitre seront simplement énoncés. Le lecteur désireux de ne rien laisser au

hasard pourra donc se référer aux ouvrages [2], [21] et [20] pour complémenter cette

section. Voici maintenant quelques raisons qui peuvent nous motiver à faire l’étude des

transformations quasi-conformes.



Chapitre 3. La quasiconformité 20

1. Certains théorèmes concernant les transformations conformes peuvent être dé-

montrés seulement sous les hypothèses de la quasiconformité. Il devient donc

intéressant de savoir dans quels cas ces résultats sont valides, en faisant seule-

ment l’hypothèse que les transformations considérées sont quasi-conformes.

2. Étant moins rigides que les transformations conformes, les transformations quasi-

conformes peuvent être utilisées comme outils dans des contextes plus variés.

3. Des méthodes utilisant la théorie des transformations quasi-conformes sont uti-

lisées pour établir des résultats importants dans la résolution de certaines équa-

tions aux dérivées partielles de type elliptique (voir [22]).

Il y a d’autres bonnes raisons d’étudier la quasiconformité (voir [2] et [19]). En ce qui

nous concerne, les transformations quasi-conformes interviendront lorsque nous ferons

l’étude des mouvements holomorphes.

On reconnâıt généralement que la notion de quasiconformité fut introduite par Her-

bert Grötzsch en 1928. Néanmoins, le sens que ce dernier donnait à la quasiconformité

était un peu moins général que celui que nous y donnons aujourd’hui. Pendant les

premières années qui suivirent la publication des travaux de Grötzsch sur la quasicon-

formité, le sujet était considéré comme étant une simple curiosité. Cependant, vers 1935

Lavrentiev s’en servit pour étudier des équations aux dérivées partielles. Deux ans plus

tard, en 1937, Teichmüller parvint à démontrer des résultats importants en utilisant les

transformations quasi-conformes. À partir de cet instant, la quasiconformité fut l’objet

d’intenses recherches. C’est durant les années cinquante que l’étude des transformations

quasi-conformes était à son apogée ; plusieurs résultats importants sur la quasiconfor-

mité ont alors été démontrés. Dans les années soixante, Lars V. Ahlfors publia une

monographie sur le sujet (voir [2]), tout comme Lehto et Virtanen (voir [21]). À par-

tir de ce moment, la théorie des transformations quasi-conformes possédait de solides

assises et il était de plus en plus fréquent qu’on en fasse mention dans des articles.

3.2 La conformité

Avant de définir la quasiconformité, il serait convenable de rappeler au lecteur

quelques faits importants sur les transformations conformes. En général, on dit que

w = f(z) est une transformation conforme en z0 si f préserve l’angle entre deux courbes

passant par z0, ainsi que l’orientation. On peut montrer sans trop de peine (voir [15])

que si U est un ouvert de C, alors f : U → C est une transformation conforme sur U si et



Chapitre 3. La quasiconformité 21

seulement si f est holomorphe et f ′(z0) 6= 0 pour tout z0 ∈ U . À partir de cette consta-

tation, nous allons illustrer une propriété géométrique importante des transformations

conformes, propriété qui n’est pas vérifiée lorsqu’on est en présence d’une transforma-

tion quasi-conforme. Pour effectuer cela, nous devons d’abord introduire la notation et

quelques définitions.

Définition 3.1. On dit que f : D → C est un difféomorphisme si f est un homéomor-

phisme possédant des dérivées partielles continues et un jacobien non-nul.

Soit w = f(z) un difféomorphisme défini sur un domaine D. Si z = x + iy est un

système de coordonnées sur D et que w = u + iv en est un sur f(D), alors on peut

écrire

f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y),

où u et v sont des fonctions dérivables de R2 dans R. On peut donc trouver une ap-

proximation linéaire locale de f en un point z0 ∈ D avec la différentielle

df = fxdx + fydy

= uxdx + uydy + ivxdx + ivydy.

Nous allons maintenant introduire les dérivées partielles formelles de f . Ces dernières

n’ont pas d’interprétation en termes de limites, mais facilitent grandement les calculs.

En considérant le fait que

x = <(z) =
(z + z)

2
et y = =(z) =

z − z

2i
,

il devient possible de représenter f selon les variables z et z, de telle sorte qu’en

définissant fz et fz par

fz = 1
2
(fx − ify) et fz = 1

2
(fx + ify),

nous avons que

df = fzdz + fzdz.

Considérons la situation où f est une transformation conforme en z0 ∈ D. Cela

entrâıne donc que f est holomorphe et que f ′(z0) 6= 0. Un résultat classique de l’analyse

complexe nous dit qu’une fonction f est holomorphe si et seulement si les équations

de Cauchy-Riemann sont vérifiées. Si f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), ces équations

s’expriment de la façon suivante :

ux = vy,

vx = −uy.
(3.1)
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Par ailleurs, par définition de fz, un calcul direct montre que les équations 3.1 sont

satisfaites si et seulement si

fz = 0.

Ainsi, si f est une transformation conforme en z0, alors

df(z0) = fz(z0)dz.

Examinons maintenant de quelle façon df transforme les cercles. Soit

C =
{
z0 + reiθ : θ ∈ [0, 2π]

}
,

un cercle de rayon r centré en z0. Nous avons ainsi que df(z) = fz(z0)dz, d’où

df(C) =
{
fz(z0)re

iθ : θ ∈ [0, 2π]
}

dz.

Comme fz(z0) 6= 0, df(C) est un cercle de rayon |fz(z0)|r. On peut donc dire qu’une

transformation conforme envoie un cercle infinitésimal sur un cercle infinitésimal.

3.3 Quasiconformité régulière

Nous allons présenter dans cette section la quasiconformité telle que considérée par

Grötzsch en 1928. Comme nous l’avons mentionné en guise d’introduction, les transfor-

mations quasi-conformes envoient un cercle infinitésimal vers une ellipse infinitésimale.

Pour faire suite à la section précédente, reconsidérons l’équation

df(z0) = fz(z0)dz + fz(z0)dz.

Nous avons vu que dans le cas où f est une transformation conforme en z0, fz(z0) = 0.

Cela nous avait permis de constater que f envoie un un cercle infinitésimal sur un cercle

infinitésimal. Dans la situation où f est un difféomorphisme général, puisque rien n’in-

dique que fz(z0) = 0, il y a un minimum de travail à faire pour avoir une idée de la

façon avec laquelle f transforme les cercles infinitésimaux. Par contre, si fz(z0) 6= 0 et

que fz(z0) = 0, la situation ressemble beaucoup au cas où fz(z0) = 0. En effet, f envoie

alors un cercle infinitésimal vers un cercle infinitésimal, à la différence que cette fois-ci

l’orientation n’est pas préservée.

Remarque 3.1. À partir de maintenant, on s’intéressera seulement aux difféomor-

phismes préservant l’orientation. Cela est équivalent à affirmer que le jacobien des

transformations étudiées sera strictement positif.
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Exemple 3.1. Soit f(z) = 2z2 + z. On peut aussi écrire f de la façon suivante :

f(x + iy) = 2x2 + x− 2y2 + i(4xy − y).

En posant u(x, y) = 2x2 + x − 2y2 et v(x, y) = 4xy − y, nous pouvons déterminer Jf ,

le jacobien de cette transformation.

Jf =

∣∣∣∣∣
ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
4x + 1 −4y

4y 4x− 1

∣∣∣∣∣ = 16x2 + 16y2 − 1.

Ainsi, nous avons que

Jf (z)





< 0 si |z| < 1/4;

= 0 si |z| = 1/4;

> 0 si |z| > 1/4.

Choisissons un z0 ∈ C et examinons le comportement de f dans un voisinage de z0.

En fait, pour faire suite à la section 3.2, nous nous intéressons à la façon avec laquelle df

transforme un cercle infinitésimal. Prenons z0 = 1+i. Nous avons que Jf (1+i) = 31 > 0,

donc f est localement un difféomorphisme en z0 = 1 + i. Avec les formules respectives

pour fz et fz, on trouve que

df(z0) = fz(z0)dz + fz(z0)dz = 4z0dz + dz = 4(1 + i)dz + dz.

En exprimant df(z0) en termes de x et y, on trouve que le cercle unité est envoyé sur

le lieu géométrique représenté à la figure 3.1. On peut montrer qu’il s’agit d’une ellipse

d’équation 25x2+41y2 = 16xy+961. En utilisant la dérivée directionnelle, il est possible

de montrer que df(z0) envoie toujours un cercle infinitésimal sur une ellipse (voir [19]).

Celle-ci est souvent appelée l’ellipse de déformation de f en z0.

Nous voulons maintenant introduire une fonction permettant de déterminer l’impor-

tance avec laquelle df déforme un cercle infinitésimal. Pour ce faire, il est raisonnable de

caractériser cette quantité en prenant l’excentricité de l’ellipse de déformation. Celle-ci

correspond au rapport du grand axe de l’ellipse de déformation sur son petit axe. En

effet, lorsque df déformera beaucoup un cercle infinitésimal, alors ce rapport sera grand,

tandis que si df le déforme peu, il sera légèrement supérieur à 1. À partir de l’équation

df(z0) = fz(z0)dz + fz(z0)dz,

une application de l’inégalité triangulaire nous donne le droit d’écrire que

|fz(z0)||dz| − |fz(z0)||dz| ≤ |df(z0)| ≤ |fz(z0)||dz|+ |fz(z0)||dz|.
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Fig. 3.1 – Image du cercle unité par df(1 + i)

Définition 3.2. Soit f : D → C un difféomorphisme et soit z0 ∈ D. Le quotient de

dilatation de f en z0 est défini par

Df (z0) =
|fz(z0)|+ |fz(z0)|
|fz(z0)| − |fz(z0)| .

Regardons de plus près cette définition ainsi que ses conséquences immédiates.

D’abord, comme on se limite à considérer des difféomorphismes préservant l’orienta-

tion, nous avons que Jf (z0) > 0. Ensuite, en faisant appel aux définitions de fz(z0) et

fz(z0), on montre facilement que

Jf (z0) = |fz(z0)|2 − |fz(z0)|2.
Nous avons donc que

Jf (z0) > 0 ⇐⇒ |fz(z0)|2 − |fz(z0)|2 > 0,

⇐⇒ (|fz(z0)|+ |fz(z0)|) (|fz(z0)| − |fz(z0)|) > 0,

⇐⇒ |fz(z0)| − |fz(z0)| > 0.

Ainsi, le quotient de dilatation est toujours positif. Par ailleurs, d’après les équations

de Cauchy-Riemann, on sait que f est une transformation conforme en z0 si et seulement

si fz(z0) = 0. Donc en un point de conformité, le quotient de dilatation vaut toujours

1.

Définition 3.3. Soit f : D → C un difféomorphisme et soit K ≥ 1. On dira que f est

une transformation K-quasi-conforme régulière sur D si

Df (z) ≤ K

pour tout z ∈ D.
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De façon générale, si le quotient de dilatation d’un difféomorphisme f est borné

sur un domaine D, on dira simplement que f est une transformation quasi-conforme

régulière sur D. Il devient maintenant clair que la classe des transformations conformes

est une sous-classe des transformations quasi-conformes régulières. En fait, les transfor-

mations conformes sont précisément les transformations 1-quasi-conformes régulières.

Par ailleurs, on peut démontrer quelques propriétés élémentaires des transformations

quasi-conformes régulières.

Propriétés des transformations quasi-conformes régulières

1. Si f : D → f(D) est K-quasi-conforme régulière, alors f−1 : f(D) → D l’est

aussi.

2. Si f1 : D → f(D) et f2 : f1(D) → (f2 ◦ f1)(D) sont respectivement K1-quasi-

conforme régulière et K2-quasi-conforme régulière, alors (f2◦f1) : D → (f2◦f1)(D)

est K1K2-quasi-conforme régulière.

Une conséquence importante de la deuxième propriété est que si on compose une

transformation K-quasi-conforme régulière avec une transformation conforme, on ob-

tient une transformation qui est encore K-quasi-conforme régulière. Cette propriété

d’invariance jouera un rôle crucial par la suite.

Retournons maintenant à l’exemple 3.1. Nous avons que

fz(1 + i) = 1
2
(fx(1, 1)− ify(1, 1))

= 1
2
(ux(1, 1) + ivx(1, 1)− iuy(1, 1) + vy(1, 1)

= 4 + 4i.

Par un calcul similaire, on obtient que fz(1 + i) = 1. Ainsi,

Df (1 + i) =
|fz(1 + i)|+ |fz(1 + i)|
|fz(1 + i)| − |fz(1 + i)| =

4
√

2 + 1

4
√

2− 1
≈ 1.429 .

Si on avait plutôt considéré la fonction g(z) = 2z2 + 2z, nous aurions obtenu que

Dg(1+ i) ≈ 2.094 . Le fait qu’on obtienne ici une valeur supérieure à Df (1+ i) n’est pas

surprenant. En effet, le fait d’augmenter le coefficient de z rend notre transformation

« de moins en moins conforme ».
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3.4 La définition géométrique

La définition géométrique est plus générale que celle considérée par Grötzsch. Elle

est indissociable du concept de quadrilatère, dont voici la définition.

Définition 3.4. Un quadrilatère Q(z1, z2, z3, z4) est un domaine de Jordan Q ⊂ C que

l’on a muni d’une suite de quatre points appartenant à ∂Q, qu’on appelle les sommets

du quadrilatère.

Soient Q1(z1, z2, z3, z4) et Q2(w1, w2, w3, w4) deux quadrilatères dans C. On dira que

ces deux quadrilatères sont conformément équivalents s’il existe une transformation

conforme h telle que

1. h(Q1) = Q2 ;

2. h(zi) = wi pour chaque i ∈ {1, 2, 3, 4}.
C’est donc dire que h envoie Q1 sur Q2 et fait correspondre les sommets des quadri-

latères. Nous allons maintenant ramener l’étude des quadrilatères à celle des rectangles,

au sens habituel du terme. En premier lieu, rappelons une conséquence importante

du théorème de correspondance de Riemann. En effet, si on considère un quadrilatère

Q(z1, z2, z3, z4), il est toujours possible de déterminer une transformation conforme h

qui envoie Q sur le disque unité ouvert. De plus, si on spécifie la valeur que prendra

h sur trois points appartenant à ∂Q, la fonction h sera uniquement déterminée. On

ne peut donc pas forcer la fonction h à prendre des valeurs particulières sur quatre

points de ∂Q. Ainsi, il y a des situations où on ne peut pas trouver une transformation

conforme entre deux quadrilatères qui fait correspondre les quatre sommets. En effet,

on peut seulement choisir l’image de trois points de la frontière du quadrilatère que

nous voulons envoyer sur la frontière de l’autre quadrilatère, le quatrième point étant

automatiquement déterminé.

La théorie des fonctions elliptiques nous donne, entre autre, les outils nécessaires

pour construire une transformation conforme qui envoie un quadrilatère donné vers

un rectangle. À ce sujet, on peut consulter [1] et [21]. Si R(w1, w2, w3, w4) est un rec-

tangle obtenu comme étant l’image d’un quadrilatère Q(z1, z2, z3, z4) par une transfor-

mation conforme, on dira que R(w1, w2, w3, w4) est un rectangle canonique associé à

Q(z1, z2, z3, z4). Il est clair que si R1(w1, w2, w3, w4) et R2(t1, t2, t3, t4) sont deux rec-

tangles canoniques associés à un même quadrilatère, alors il existe une transformation

conforme f entre R1(w1, w2, w3, w4) et R2(t1, t2, t3, t4). De plus, f est nécessairement de

la forme

f(z) = αz + β, α ∈ C \ {0}, β ∈ C. (3.2)
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La preuve de cette affirmation se fait en utilisant le principe de symétrie de Schwarz.

Géométriquement, une transformation de cette forme peut être interprétée comme étant

une rotation suivie d’une homothétie, puis d’une translation. Ainsi, si h envoie le quadri-

latère Q(z1, z2, z3, z4) sur le rectangle R(w1, w2, w3, w4), il est possible de construire une

fonction f de la forme 3.2 telle que la fonction f ◦ h soit une transformation conforme

envoyant Q(z1, z2, z3, z4) sur un rectangle de la forme R′(0, a, a + bi, bi), où a, b ∈ R+.

Définition 3.5. Soient Q(z1, z2, z3, z4) un quadrilatère et R(0, a, a+bi, bi) un rectangle

canonique associé à Q(z1, z2, z3, z4). Le module de Q(z1, z2, z3, z4) est défini par

M(Q(z1, z2, z3, z4)) =
a

b
.

Remarque 3.2. Bien qu’il existe plusieurs rectangles canoniques associés à un quadri-

latère donné, nous venons de voir que ces rectangles sont équivalents à une rotation,

une homothétie et une translation près. Comme ces transformations ne modifient pas

le rapport des côtés d’un rectangle, la notion de module d’un rectangle est bien définie.

Remarque 3.3. Si Q(z1, z2, z3, z4) est un quadrilatère, alors en faisant un réarrangement
des sommets, on obtient les identités suivantes :

M(Q(z1, z2, z3, z4)) = M(Q(z3, z4, z1, z2)) =
1

M(Q(z4, z1, z2, z3))
=

1
M(Q(z2, z3, z4, z1))

.

Définition 3.6. Soient D un domaine de Jordan et f : D → C un homéomorphisme

préservant l’orientation. La dilatation maximale de f sur D est définie par

Kf (D) = sup
Q⊂D

M(f(Q(z1, z2, z3, z4)))

M(Q(z1, z2, z3, z4))
.

Définition 3.7. Un homéomorphisme f sur D qui préserve l’orientation est dit quasi-

conforme si Kf (D) < ∞. De plus, si Kf (D) ≤ K, on dira que f est K-quasi-conforme

sur D.

C’est précisément cette définition qu’on appelle la définition géométrique de la quasi-

conformité. Elle fut introduite au début des années cinquante. Mentionnons que les pro-

priétés vérifiées par les transformations quasi-conformes régulières qui sont présentées

à la page 25 sont aussi valides pour les transformations quasi-conformes. Voici main-

tenant un théorème caractérisant la convergence d’une suite de transformations quasi-

conformes.

Théorème 3.1. Soit (fn) une suite de transformations K-quasi-conformes sur D. Si

(fn) converge localement uniformément vers la fonction f dans D, alors f est une

transformation K-quasi-conforme sur D, ou bien constante sur D.
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On retrouve une démonstration de ce théorème dans [21]. Celle-ci fait appel au

théorème de Radó qui concerne la convergence d’une suite de domaines de Jordan

au sens de Fréchet. Le théorème 3.1 est important pour développer la théorie de la

quasiconformité. Pour faire un parallèle, mentionnons que l’équivalent de ce théorème

n’est pas vrai dans le contexte des transformations quasi-conformes régulières. En effet,

il est possible de construire une suite de fonctions K-quasi-conformes régulières sur un

domaine D qui converge uniformément vers f sur tous les sous-ensembles compacts

de D, mais où f n’est pas K-quasi-conforme régulière. C’est sans doute pour cette

raison qu’on a cherché à caractériser la quasiconformité d’une autre façon. Montrons

maintenant qu’une transformation K-quasi-conforme régulière est une transformation

K-quasi-conforme au sens de la définition 3.7.

Théorème 3.2. Soit f : D → C une transformation K-quasi-conforme régulière. Alors

f est K-quasi-conforme.

Preuve. En partant de l’hypothèse que supz∈D Df (z) ≤ K, il nous faut ici montrer

que pour un quadrilatère arbitraire Q(z1, z2, z3, z4) vérifiant Q ⊂ D, l’inégalité

Kf (D) ≤ K

est vérifiée. Soient Q(z1, z2, z3, z4) un quadrilatère vérifiant Q ⊂ D, et Q′(w1, w2, w3, w4)

l’image de Q(z1, z2, z3, z4) par f . On peut trouver une transformation conforme φ qui

envoie Q(z1, z2, z3, z4) sur le rectangle R(0,M,M + i, i), où M correspond au module de

Q(z1, z2, z3, z4). De même, on peut trouver une transformation conforme ψ qui envoie

Q′(w1, w2, w3, w4) sur le rectangle R′(0,M ′, M ′ + i, i), où M ′ correspond au module de

Q′(w1, w2, w3, w4). La figure 3.4 illustre bien ces diverses correspondances. Nous sommes

maintenant amenés à montrer que

M ′ ≤ KM. (3.3)

Posons w = ψ ◦ f ◦ φ−1 : R → R′. Puisque f est une transformation K-quasi-

conforme régulière et que la composition par des transformations conformes ne modifie

pas le quotient de dilatation, il suit que w est une transformation K-quasi-conforme

régulière sur R. Donc pour tout z ∈ R, nous avons que

|wz(z)|+ |wz(z)|
|wz(z)| − |wz(z)| ≤ K.

Avec cette inégalité, on trouve que

Jw(z) = |wz|2 − |wz|2
= (|wz| − |wz|)(|wz|+ |wz|)
≥ 1

K
(|wz|+ |wz|)2

≥ 1
K

(|wx(z)|)2.
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Fig. 3.2 – Correspondance entre quadrilatères et rectangles canoniques

Nous avons choisi le rectangle R′(0,M ′,M ′ + i, i) de telle sorte que son aire soit égale

à son module. Ainsi, en appliquant le théorème de Fubini, on obtient que

M ′ =
∫ ∫

R

Jw(x + iy)dxdy ≥ 1

K

∫ 1

0

dy

∫ M

0

|wx(x + iy)|2dx. (3.4)

Puis, en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient l’estimé

∫ M

0

|wx(x + iy)|2dx ≥ 1

M

(∫ M

0

|wx(x + iy)|dx

)2

. (3.5)

Par ailleurs, la quantité ∫ M

0

|wx(x + iy)|dx

représente la longueur d’une courbe dans R′ qui relie les deux côtés verticaux de

R′(0,M ′, M ′+ i, i), qui sont de longueur 1. Par conséquent, la longueur de cette courbe

est au moins aussi grande que la longueur des autres côtés de R′(0,M ′,M ′ + i, i). Or,

par contruction, cette longueur correspond au module de R′. Ainsi, nous avons que
∫ M

0

|wx(x + iy)|dx ≥ M ′. (3.6)

D’après les équations 3.6, 3.5 et 3.4, il suit que

M ′ ≥ M ′2

KM
.

Finalement, cette inégalité est équivalente à 3.3, ce qui termine la démonstration. ¥
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3.5 La définition analytique

En pratique, il est difficile de vérifier, directement à partir de la définition 3.7, si une

transformation est quasi-conforme. Pour cette raison, durant les années cinquantes, plu-

sieurs mathématiciens tentèrent de caractériser la quasiconformité à l’aide de propriétés

analytiques. Nous proposons dans cette section de présenter les différents concepts qui

ont mené à la définition analytique de la quasi-conformité en 1959.

Pour faire suite au théorème 3.2, mentionnons que si une transformation K-quasi-

conforme au sens de la définition 3.7 est dérivable en z0, alors Df (z0) ≤ K. Ce résultat

se démontre en utilisant l’inégalité de Rengel, qui permet d’obtenir une borne supérieure

et une borne inférieure pour le module d’un quadrilatère en fonction de l’aire de celui-

ci. On peut en trouver une démonstration dans [21]. Cependant, rien n’indique qu’une

transformation quasi-conforme se doit d’être dérivable en tout point de son domaine.

Pour caractériser la quasiconformité en termes analytiques, on pourrait d’abord se baser

sur la définition de la quasiconformité régulière, et examiner ce qui se passe si une

fonction est K-quasi-conforme régulière presque partout sur son domaine.

Cette approche porta fruit. En effet, en 1957, A. Mori montra que si f est une trans-

formation K-quasi-conforme sur un domaine D, alors f est dérivable presque partout

et

Df (z) =
|fz(z)|+ |fz(z)|
|fz(z)| − |fz(z)| ≤ K

presque partout sur D (voir [26]). Voici quelques lignes qui expliquent comment il a

obtenu ce résulat. En premier lieu, il a défini la distorsion circulaire d’un homéomor-

phisme f par

Hf (z) = lim
r→0+

sup
maxθ |f(z + reiθ)− f(z)|
minθ |f(z + reiθ)− f(z)| .

Il a d’abord montré que cette quantité était la même que le quotient de dilation dans le

cas d’une transformation quasi-conforme régulière. Par la suite, il a établi la dérivabilité

presque partout d’une transformation K-quasi-conforme en montrant que la distorsion

circulaire d’une telle transformation définie sur un domaine D est bornée supérieurement

par un nombre dépendant de K uniquement. Il a par la suite fait appel au théorème

de Rademacher-Stepanoff, qui assure la dérivabilité presque partout d’un fonction qui

satisfait la condition de Lipchitz.

Suite à ce résultat, on peut se demander si un homéomorphisme dérivable presque

partout avec un quotient de dilatation borné est nécessairement quasi-conforme. La

réponse à cette question est négative, et voici un contre-exemple qui provient de [21].

Exemple 3.2. Soient C l’ensemble de Cantor et c : [0, 1] → [0, 1] la fonction de
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Cantor. Celle-ci est l’unique fonction f définie sur l’intervalle [0, 1] qui satisfait les

quatre propriétés suivantes :

1. f est croissante ;

2. f(0) = 0 ;

3. f(x/3) = f(x)/2 ;

4. f(1− x) = 1− f(x).

Il s’agit d’une fonction de type escalier du diable. Pour en savoir plus sur ce type de

fonctions, voir [34]. Cette terminologie prend tout son sens lorsqu’on considère la figure

3.2, qui illustre la fonction de Cantor. On peut montrer que la fonction c est dérivable

en chaque x ∈ [0, 1] \ C.

Fig. 3.3 – La fonction de Cantor

Considérons la fonction h(z) = h(x + iy) = x + i(y + c(x)). Comme l’ensemble

de Cantor est de mesure nulle, la fonction c est dérivable presque partout sur [0, 1],

et par conséquent, h est dérivable presque partout sur {z ∈ C : 0 ≤ <(z) ≤ 1}. Par

ailleurs, il découle de la définition de c que c
′
(x) = 0 presque partout. Un calcul direct

de hz et hz montre que Dh(z) = 1 presque partout. Nous avons donc bien que h est

un homéomorphisme dérivable presque partout avec un quotient de dilatation borné.

Cependant, comme nous allons le voir, cette fonction ne vérifie pas une propriété de

continuité particulière, qui est vérifiée par toutes les transformations quasi-conformes.

Définition 3.8. Soient R = {x + iy : a < x < c, b < y < d}, un rectangle tel

que R ⊂ D, et f : D → C une fonction continue. Pour tout y ∈ (b, d), on définit le

segment Ly = {x + iy : a < x < c} et pour tout x ∈ (a, c), on définit le segment

Lx = {x + iy : b < y < d}. On dit que la fonction f est absolument continue sur les

lignes si f est absolument continue comme fonction de x sur presque tous les segments

Ly et si f est absolument continue comme fonction de y sur presque tous les segments

Lx.



Chapitre 3. La quasiconformité 32
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Fig. 3.4 – Continuité absolue sur les lignes

Théorème 3.3. Une transformation quasi-conforme sur un domaine D est absolument

continue sur les lignes dans D.

Ce résultat fut démontré par K. Strebel en 1955 (voir [31]). On en trouve une

démontration simplifiée dans [21], qui est due à A. Pfluger.

Retournons à l’exemple de la fonction de Cantor. D’abord, une fonction f qui est

absolument continue sur un intervalle [a, b] vérifie

f(b)− f(a) =

∫ b

a

f ′(x)dx. (3.7)

Or, comme la fonction c est croissante et que sa dérivée s’annule presque partout dans

l’intervalle [0, 1], il est clair que c ne peut satisfaire une équation du type 3.7 sur cet

intervalle. Ainsi, en prenant R(0, 1, 1+ i, i) comme rectangle et en fixant un y0 ∈ (0, 1),

la fonction h ne sera pas absolument continue sur le segment Ly0 . D’après le théorème

3.3, h ne peut être une transformation quasi-conforme.

Comme nous venons de le voir, on ne peut pas caractériser la quasiconformité d’une

fonction seulement en exigeant que le coefficient de dilatation de celle-ci soit borné ; il

faut tenir compte de la continuité absolue sur les lignes. Finalement, les travaux de L.

Bers et Z. Yûjôbô ont permis de montrer que la continuité absolue d’une fonction sur

les lignes dans un domaine D, en conjonction avec un coefficient de dilatation borné sur

ce même domaine, entrâıne la quasiconformité de la fonction sur D. Voici donc, pour

clore cette section, la définition analytique de la quasiconformité, qui est équivalente à

la définition géométrique.
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Définition 3.9. Soit f un homéomorphisme sur un domaine D qui préserve l’orienta-

tion. On dira que f est une transformation K-quasi-conforme sur D si

1. f est absolument continue sur les lignes dans D ;

2. La condition Df (z) ≤ K est vérifiée presque partout sur D.

3.6 Quasiconformité sur des ensembles d’intérieur vide

Parmi toutes les définitions de quasiconformité présentées dans ce chapitre, il n’y

en a aucune qui peut servir à définir la notion de quasiconformité sur des ensembles

finis. En effet, dans tous les cas, les transformations quasi-conformes sont définies sur

un domaine dans le plan complexe, c’est-à-dire sur un ouvert connexe.

Définition 3.10. Soient z1, z2, z3 et z4, quatre éléments distincts de Ĉ. Le produit croisé

de z1, z2, z3 et z4 est défini par

χ(z1, z2, z3, z4) =
z3 − z1

z2 − z1

· z4 − z2

z4 − z3

.

On peut vérifier que le fait d’exiger que les zi soient distincts entrâıne que la fonction

χ prend ses valeurs dans Ĉ\{0, 1,∞}. Ensuite, il est possible de montrer que le produit

croisé est un invariant pour certaines transformations conformes, à savoir les transfor-

mations de Möbius (voir [28]). On reparlera brièvement de ces fonctions au début du

chapitre 5. Ainsi, il est raisonnable de vouloir qu’une transformation quasi-conforme ne

modifie pas trop le produit croisé d’un quadruplet. Cela nous amène donc à la définition

ci-dessous.

Définition 3.11. Soit E un sous-ensemble de Ĉ contenant au moins quatre points. Un

homéomorphisme f : E → Ĉ est quasi-conforme s’il existe une constante M > 0 telle

que

distbC\{0,1,∞} (χ (f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) , χ(z1, z2, z3, z4)) ≤ M

pour tout quadruplet (z1, z2, z3, z4).

Dans la définition 3.11, distbC\{0,1,∞} représente la métrique hyperbolique sur l’en-

semble Ĉ\{0, 1,∞}. Pour en savoir davantage sur l’existence de cette métrique ainsi que

ses propriétés, le lecteur pourra se référer à [18]. On peut montrer que cette définition

de la quasiconformité est équivalente à la définition géométrique (voir [22]).



CHAPITRE 4

Mouvements holomorphes

4.1 Origines

En topologie, il est fréquent de se demander si deux ensembles sont homéomorphes.

En analyse complexe, certains problèmes sont de nature similaire. Un de ceux-ci concer-

ne l’ensemble de Julia d’une fonction rationnelle. En effet, à chaque fonction rationnelle

est associé son ensemble de Julia, que l’on note généralement J(f). Supposons qu’on

fait varier légèrement les coefficients de f . Cela entrâınera donc une perturbation au

niveau de son ensemble de Julia. Certaines personnes se sont donc intéressées au com-

portement de l’ensemble de Julia d’une fonction rationnelle lorsque les coefficients de

celle-ci varient. C’est précisément dans ce contexte que la notion de mouvement holo-

morphe a émergé. Disons pour l’instant qu’un mouvement holomorphe est une fonction

qui déplace un sous-ensemble du plan complexe d’une belle façon. On définira cette

notion à la section suivante.

Le concept de mouvement holomorphe a aussi été considéré pour étudier les groupes

topologiques. Voici comment. Soit G un groupe de transformations de Möbius sur Ĉ.

On rappelle qu’une transformation de Möbius sur Ĉ est une fonction de la forme

f(z) =
az + b

cz + d
,
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où a, b, c, d ∈ C et ad − bc 6= 0. L’ensemble des transformations de Möbius muni de

la loi de composition possède une structure de groupe. L’étude de ses différents sous-

groupes est une partie importante de la classification des surfaces de Riemann. Une

bonne référence sur le sujet est l’ouvrage de A. Beardon (voir [8]).

Soit G un groupe de transformations de Möbius sur Ĉ. On dira que p est un point

limite de G si

p = lim
n→∞

gn(q),

où les gi sont des éléments distincts de G, et q ∈ Ĉ. À chaque groupe de transformations

de Möbius est associé l’ensemble de ses points limites, qu’on note Λ(G). S’il existe un

z ∈ C \ Λ(G), on dira que G est un groupe de Klein.

En modifiant les coefficients des transformations de Möbius qui génèrent un groupe

de Klein, son ensemble limite s’en trouvera généralement modifié. Considérons une

famille de groupes de Klein paramétrisée par le disque unité ouvert. On entend par

là que les coefficients des générateurs du groupe dépendent d’un paramètre λ ∈ D.

On peut montrer que sous certaines conditions, les ensembles limites d’une famille de

groupes de Klein décrivent un mouvement holomorphe (voir [3]).

Dans un article publié en 1983 (voir [23]), Mañé, Sad et Sullivan ont donné une

condition suffisante pour que les ensembles de Julia de deux fonctions rationnelles soient

homéomorphes. Pour y arriver, ils ont introduit des familles de fonctions rationnelles

paramétrisées d’une façon bien précise. Avant d’établir ce résultat, les auteurs ont

démontré un lemme qui a eu des conséquences importantes. Au début des années quatre-

vingt-dix, Z. SÃlodkowski a démontré un théorème de prolongement qui dresse bien

le portrait de ce que peut être un mouvement holomorphe paramétrisé par D. Nous

allons discuter de ce résultat un peu plus loin, mais avant, voyons ce qu’on entend par

mouvement holomorphe.

4.2 Définitions

Définition 4.1. Soient E un sous-ensemble de Ĉ, Λ un ouvert connexe de C, et λ0 ∈ Λ.

On dit que

Φ : Λ× E → Ĉ
(λ, z) 7→ Φ(λ, z)

est un mouvement holomorphe de l’ensemble E paramétrisé par Λ et λ0 si chacune des

conditions suivantes est vérifiée :
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1. Pour chaque λ ∈ Λ, Φ(λ, ·) : E → Ĉ est injective ;

2. Φ(λ0, z)(z) = z pour tout z ∈ E ;

3. Pour chaque z ∈ E, λ 7→ Φ(λ, z) est holomorphe.

Afin de simplifier l’écriture, nous allons introduire une notation très utile. Le symbole

Φλ représentera la fonction Φ(λ, ·) : E → Ĉ, alors que Φz sera utilisé en remplacement

de la fonction Φ(·, z) : Λ → Ĉ.

Remarque 4.1.

– Le λ0 qu’on choisit dans Λ s’appelle le point de base du mouvement holomorphe.

– Si Φ est un mouvement holomorphe de l’ensemble E paramétrisé par Λ et λ0, On

notera par E(λ) l’image de E par la fonction Φλ. De même, puisque Φλ0 = id,

on écrira souvent E(λ0) pour désigner l’ensemble qui subit le mouvement holo-

morphe.

– Par la suite, à moins d’avis contraire, Λ est toujours un ouvert connexe du plan

complexe. Par ailleurs, pour des raisons techniques que nous verrons dans la

démonstration du théorème 4.3, l’ensemble Λ doit pouvoir supporter une métrique

hyperbolique.

Au fil des années, la définition d’un mouvement holomorphe a quelque peu évolué.

En effet, au début, on imposait que Λ soit le disque unité ouvert. Par la suite, certains

ont considéré le cas où Λ était un disque ouvert de rayon quelconque, avant d’arriver

finalement à la définition 4.1. Mentionnons aussi qu’il est possible de définir la notion

de mouvement holomorphe de façon beaucoup plus générale en exigeant de Λ qu’elle

soit simplement une variété analytique connexe. Cependant, nous n’aurons pas besoin

de travailler avec autant de généralité pour obtenir les résultats désirés.

Définition 4.2. Soit E un sous-ensemble de Ĉ tel que {0, 1,∞} ⊆ E. On dira que

Φ : Λ×E → Ĉ est un mouvement holomorphe normalisé si pour tout λ ∈ Λ, Φλ admet

0, 1 et ∞ comme points fixes.

Lorsqu’on fait l’étude du mouvement holomorphe d’un ensemble possédant au moins

trois points, on ne perd pas de généralité en supposant que celui-ci est normalisé. En

effet, soit

Φ : Λ× E → Ĉ
(λ, z) 7→ Φ(λ, z),
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un mouvement holomorphe de l’ensemble E paramétrisé par Λ et λ0. Supposons qu’il

existe au moins trois points distincts dans E, disons a, b et c. Soit α la transformation de

Möbius qui envoie 0 sur a, 1 sur b et ∞ sur c. Un résultat classique d’analyse complexe

nous assure qu’il est toujours possible de construire une telle transformation (voir [28]).

Pour la même raison, à chaque valeur de λ ∈ Λ, on peut associer une transformation

de Möbius βλ définie par

βλ(z) :=
z − Φ(λ, a)

z − Φ(λ, c)
· Φ(λ, b)− Φ(λ, c)

Φ(λ, b)− Φ(λ, a)
.

Celle-ci envoie Φ(λ, a), Φ(λ, b) et Φ(λ, c) sur 0, 1, et ∞ respectivement. On constate

aussi que pour chaque z ∈ E(λ), la fonction λ 7→ βλ est holomorphe. Ainsi,

Φ̂ : Λ× α−1(E) → Ĉ
(λ, z) 7→ βλ ◦ Φ(λ, α(z))

est un mouvement holomorphe normalisé. On l’appelle le normalisé de Φ par rapport à

a, b et c.

4.3 Le λ-lemme

Dans cette section, nous allons présenter une démonstration du premier résultat

d’importance concernant le mouvement holomorphe. Celui-ci est connu sous le nom du

λ-lemme de Mañé, Sad et Sullivan. Avant d’en entreprendre la démontration, on se doit

d’effectuer quelques rappels concernant certains résultats d’analyse complexe.

Définition 4.3. Soient U un domaine de C et F une famille de fonctions f : U → Ĉ. On

dira que F est une famille normale sur U si chaque suite dans F admet une sous-suite

qui converge uniformément sur tous les compacts de U vers une fonction g : U → Ĉ.

Notons que dans la définition 4.3, on ne demande pas que la fonction g appartienne

à la famille F . Les familles normales furent introduites par P. Montel en 1907. Le

théorème suivant, dû à ce dernier, a permis de donner des démonstrations élégantes de

plusieurs résultats, notamment du grand théorème de Picard (voir [18]).

Théorème 4.1. Soit U un domaine dans le plan complexe et soient P,Q et R trois

points distincts de Ĉ. Supposons que F est une famille de fonctions holomorphes sur U

à valeurs dans Ĉ \ {P,Q, R}. Alors F est une famille normale sur U .
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Pour démontrer le théorème 4.3, nous aurons aussi besoin du résultat suivant, que

l’on doit à A. Hurwitz. On retrouve une démontration de ce théorème dans la plupart

des ouvrages d’introduction à l’analyse complexe, entre autres dans [1] et [18].

Théorème 4.2. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions holomorphes sur U telle que pour

tout n ∈ N, fn(z) 6= 0 sur U . Si fn → f uniformément sur tous les compacts de U ,

alors f est identiquement nulle ou bien f(z) 6= 0 pour tout z ∈ U .

Ces deux résultats sont essentiels pour démontrer le λ-lemme. Voici maintenant

l’énoncé de ce résultat, qui, rappelons-le, fut obtenu en 1983 par Mañé, Sad et Sullivan

(voir [23]).

Théorème 4.3. Soit Λ un ouvert connexe du plan complexe et λ0 ∈ Λ. Supposons

que Φ : Λ × E → Ĉ est un mouvement holomorphe de E ⊆ Ĉ paramétrisé par Λ et

λ0. Alors Φ est continue et on peut prolonger Φ continûment à Φ̃, de telle sorte que

Φ̃ : Λ × E → Ĉ soit un mouvement holomorphe de la fermeture de E paramétrisé par

Λ et λ0. De plus, pour tout λ ∈ Λ, Φ̃λ est une transformation quasi-conforme.

La démonstration de ce théorème se fera en trois étapes. Nous allons montrer en

premier lieu un lemme qui nous permettra ensuite d’obtenir la continuité du mouve-

ment holomorphe. Pour ce faire, les théorèmes 4.1 et 4.2 seront nécessaires. Finalement,

à l’aide du lemme de Schwarz, nous obtiendrons la propriété de quasi-conformité du

mouvement holomorphe.

De plus, puisque le λ-lemme concerne le prolongement du mouvement holomorphe

d’un ensemble E à sa fermeture, il est sans conséquence lorsque l’ensemble E est égal

à sa fermeture. Ainsi, on peut faire l’hypothèse que E contient au moins trois points,

et ainsi supposer que le mouvement holomorphe est normalisé.

Lemme 4.1. Soit z ∈ E et (zn)n∈N une suite de points dans E qui tend vers z. Les

fonctions Φzn : Λ → Ĉ tendent, uniformément sur tout compact de Λ, vers une fonc-

tion Φz : Λ → Ĉ, indépendante de la suite (zn)n∈N choisie. De plus, tout mouvement

holomorphe est continu.

Preuve du lemme 4.1. Sans perte de généralité, on peut supposer que z 6= ∞. En

effet, le mouvement holomorphe étant normalisé, nous avons que Φ∞(λ) = ∞ pour tout

λ ∈ Λ. C’est donc dire que quel que soit λ ∈ Λ, Φzn(λ) →∞ lorsque zn →∞. Le lemme

est donc vérifié pour z = ∞.

En premier lieu, montrons que les fonctions Φzn prennent leurs valeurs dans l’en-

semble C \ {0, 1,∞}, ou bien sont constantes.
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1er cas : zn ∈ {0, 1,∞}.
Dans cette situation, puisque Φ est normalisé, zn est un point fixe de Φλ pour tout

λ ∈ Λ. Par conséquent, Φzn : Λ → Ĉ est la fonction constante qui vaut identiquement

la valeur zn.

2e cas : zn /∈ {0, 1,∞}.
Supposons le contraire, c’est-à-dire qu’il existe ζ ∈ Λ et a ∈ {0, 1,∞} tel que Φzn(ζ) = a.

Or, par hypothèse, nous avons que Φa(λ) = a pour tout λ ∈ Λ. En particulier, nous

avons que Φa(ζ) = a. Par définition du mouvement holomorphe, on sait que la fonction

Φλ : E → Ĉ est injective. On doit donc avoir que a = zn, mais cela contredit le choix

de zn.

Montrons maintenant que si z 6= ∞, alors Pz := {Φzn : n ∈ N} est une fa-

mille normale sur Λ. D’abord, il est trivial de constater qu’une famille de fonctions

qui sont constantes sur Λ est une famille normale sur ce domaine. Ensuite, d’après le

théorème 4.1, une famille de fonctions holomorphes définies sur Λ et qui évitent l’en-

semble {0, 1,∞} est normale. Par conséquent, comme l’union de deux familles normales

l’est aussi, il suit que Pz est une famille normale pour tout z ∈ E. Il est donc possible

d’extraire une sous-suite de la suite Φzn qui possède une limite.

Supposons maintenant que (zn)n∈N et (wn)n∈N soient deux suites qui tendent vers z

et pour lesquelles Φzn et Φwn aient respectivement les fonctions Φz et Φw comme limite.

Posons Ψn := Φwn − Φzn et Ψ := limn→∞ Ψn. Nous avons donc que Ψ = Φw − Φz. Par

ailleurs, l’injectivité des fonctions Φλ : E → Ĉ, λ ∈ Λ entrâıne que Ψn ne s’annule

jamais sur Λ, ou est identiquement nulle. Ainsi, le théorème 4.2 nous permet d’affirmer

que Ψ est identiquement nulle, ou prend toujours des valeurs différentes de zéro. Or,

Ψ(λ0) = Φw(λ0)− Φz(λ0) = lim
n→∞

(
Φwn(λ0)− Φzn(λ0)

)
.

Puisque par définition du mouvement holomorphe Φwn(λ0) = wn et Φzn(λ0) = zn, le fait

que (zn)n∈N et (wn)n∈N soient deux suites qui tendent vers z entrâıne que Ψ(λ0) = 0,

d’où on conclut que Ψ est identiquement nulle. Cela montre finalement que Φz = Φw.

La continuité du mouvement holomorphe découle du fait que limn→∞ Φλ(zn) = Φλ(z)

pour toute suite zn dans E qui tend vers z. Ainsi, si on choisit une suite zn qui tend

vers l’infini, alors la suite de fonctions Φzn tend vers la fonction qui vaut identiquement

l’infini sur Λ. ¥

Preuve du théorème 4.3. Pour z ∈ E, on définit

Φ̃(λ, z) := lim
n→∞

Φ(λ, zn),
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où (zn)n∈N est une suite dans E qui tend vers z. D’après le lemme 4.1, Φ̃ est bien définie.

D’autre part, pour z ∈ E, nous avons que Φ̃λ(z) = Φλ(z). En effet, il suffit de prendre

la suite zn = z pour tout n ∈ N dans le lemme 4.1. Montrons maintenant que

Φ̃ : Λ× E → Ĉ
(λ, z) 7→ Φ̃(λ, z)

est un mouvement holomorphe de E paramétrisé par Λ et λ0. Tout d’abord, on remarque

que Φ̃λ est injective pour toute valeur de λ ∈ Λ. En effet, soient z et w deux éléments

distincts de E. Si (zn)n∈N et (wn)n∈N sont deux suites dans E qui tendent respectivement

vers z et w, alors, pour n assez grand, la fonction Ψn := Φwn−Φzn ne s’annule jamais. En

effet, cela découle de l’injectivité des fonctions Φλ : E → Ĉ, λ ∈ Λ. Le théorème 4.2 nous

permet alors de conclure que Ψ := limn→∞ Ψn ne s’annule jamais, ou est identiquement

nulle. Or, Ψ(λ0) = Φ̃w(λ0)− Φ̃z(λ0) = z − w 6= 0. On peut donc en conclure que Ψ ne

s’annule jamais sur Λ, ce qui montre l’injectivité des fonctions Φ̃λ : E → Ĉ, λ ∈ Λ.

On doit aussi montrer que pour tout z ∈ E, la fonction λ 7→ Φ̃z(λ) est holomorphe.

Soit zn une suite dans E qui tend vers z. Les fonctions Φzn : Λ → Ĉ sont holomorphes

et, d’après le lemme 4.1, elles tendent vers Φ̃z uniformément sur tous les compacts de

Λ. Par conséquent, Φ̃z est holomorphe.

Pour montrer que Φ̃λ0(z) = z, pour tout z ∈ E, il suffit de considérer une suite zn

qui tend vers z. On aura alors que Φλ0(zn) = zn ∀ n ∈ N, et par conséquent, en prenant

la limite lorsque n tend vers ∞, on trouve que Φ̃λ0(z) = z.

Cela montre donc que Φ̃ est un mouvement holomorphe de E paramétrisé par Λ et

λ0, d’où la continuité de Φ̃. Montrons maintenant que pour chaque λ ∈ Λ, la fonction

Φ̃λ : E → Ĉ est quasi-conforme au sens de la définition 3.11.

Soit (z1, z2, z3, z4) un quadruplet dont les éléments, qui sont distincts, sont choisis

dans E. On définit la fonction holomorphe suivante :

g : Λ → Ĉ \ {0, 1,∞}
λ 7→ χ(Φ̃λ(z1), Φ̃λ(z2), Φ̃λ(z3), Φ̃λ(z4)).

Une généralisation du lemme de Schwarz, obtenue par Ahlfors, nous permet d’affirmer

que la fonction g est une contraction entre les espaces métriques Λ et Ĉ \ {0, 1,∞},
munis de leur métrique hyperbolique respective. On peut trouver une démonstration de

ce résultat dans [18]. Par conséquent, si on note par distΛ et distbC\{0,1,∞} les métriques

hyperboliques respectives des espaces Λ et Ĉ \ {0, 1,∞}, nous avons que pour tout

λ, ζ ∈ Λ,

distbC\{0,1,∞}(g(λ), g(ζ)) ≤ distΛ(λ, ζ).
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D’autre part, puique Φ̃λ0 = id sur E, il suit que g(λ0) = χ(z1, z2, z3, z4). Il suit que

distbC\{0,1,∞}(χ(Φ̃λ(z1), Φ̃λ(z2), Φ̃λ(z3), Φ̃λ(z4)), χ(z1, z2, z3, z4)) ≤ distΛ(λ, λ0).

Cela entrâıne immédiatemment la quasiconformité de l’application Φ̃λ, et termine

du même coup la démonstration du théorème 4.3. ¥

Le deuxième chapitre de [18] traite en détail des domaines qui admettent des

métriques hyperboliques, ainsi que des propriétés de celles-ci. On peut aussi se référer

à [32], où l’on discute de ce sujet dans le contexte des mouvements holomorphes.

Remarque 4.2. Par la suite, il sera fréquent d’utiliser le même symbole pour désigner

un mouvement holomorphe et son prolongement à la fermeture.

4.4 Le théorème de SÃlodkowski

Le λ-lemme nous assure qu’un mouvement holomorphe Φ : Λ×E → Ĉ peut toujours

être prolongé en un mouvement holomorphe Φ : Λ × E → Ĉ. On peut maintenant se

demander s’il est possible de prolonger un mouvement holomorphe d’un ensemble E

sur un sous-ensemble de Ĉ contenant strictement E. Si tel est le cas, quel est le plus

grand sous-ensemble de Ĉ sur lequel le mouvement peut être prolongé ?

Définition 4.4. Un mouvement holomorphe Φ : Λ × E → Ĉ est dit maximal s’il ne

peut être prolongé en un mouvement holomorphe Φ : Λ× E ′ → Ĉ tel que E ( E ′.

Supposons que E ⊆ E ′. D’après le λ-lemme, si Φ : Λ × E ′ → Ĉ est un mouvement

holomorphe maximal de l’ensemble E, alors E ⊆ E ′. Ainsi, un mouvement holomorphe

maximal doit déplacer un ensemble fermé. Nous nous proposons ici de présenter un

exemple de mouvement holomorphe maximal, pour lequel l’ensemble E est fini. Ce-

pendant, il nous faut d’abord obtenir un résultat concernant l’existence d’un point fixe

pour certaines fonctions.

Théorème 4.4. Soit f : C \ {0, 1} → C \ {0, 1}, une fonction holomorphe. Alors f

possède au moins un point fixe.

Preuve. Supposons le contraire, c’est-à-dire qu’il existe une fonction holomorphe

f : C \ {0, 1} → C \ {0, 1} sans point fixe. Puisque f évite les valeurs 0, 1 et ∞, le
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théorème de Picard nous assure que f ne peut avoir de singularité essentielle en 0, 1 et

∞. La fonction f définit ainsi une application rationnelle

f : Ĉ → Ĉ

z 7→ p(z)

q(z)
,

où p et q sont des polynômes. Notons aussi qu’on ne peut pas avoir f(z) ≡ ξ avec

ξ ∈ C \ {0, 1}, car alors f serait constante et aurait un point fixe dans C \ {0, 1}. Ainsi,

au moins un des deux polynômes p et q est de degré supérieur ou égal à un. Cela entrâıne

la surjectivité de f . En effet, quel que soit w ∈ Ĉ, on peut toujours trouver z ∈ Ĉ tel

que p(z) = wq(z). De plus, comme f−1 ({0, 1,∞}) ⊂ {0, 1,∞}, il suit que f induit

une bijection de {0, 1,∞} sur lui-même. D’après le théorème de Brouwer, puisque f

est une application continue de Ĉ vers Ĉ, elle a nécessairement au moins un point fixe.

Puisqu’on suppose que f n’a pas de point fixe dans C \ {0, 1}, celui-ci doit être dans

l’ensemble {0, 1,∞}, et, quitte à conjuguer f par une transformation de Möbius, on

peut supposer que c’est ∞. Nous avons donc que f−1(∞) = ∞, ce qui veut dire que f

est un polynôme. En effet, si le degré de q est supérieur à un, alors q a au moins une

racine dans C, disons ζ, ce qui a pour conséquence que f(ζ) = ∞.

Soit d le degré du polynôme f . Comme f fixe ∞, nous avons que f ({0, 1})={0,1}.
Si f−1(0) = 0 et f−1(1) = 1, alors le polynôme f possède une unique racine de multi-

plicité d en 0, et donc f(z) = czd. De même, le polynôme f(z)− 1 possède une unique

racine de multiplicité d en 1, ce qui entrâıne que f(z) = 1 + k(z − 1)d. Ces deux condi-

tions seront vérifiées simulatanément seulement lorsque f se réduit à l’identité. Cela

est impossible, car f ne doit pas avoir de point fixe dans C \ {0, 1}. Si f−1(0) = 1 et

f−1(1) = 0, alors le polynôme f possède une unique racine de multiplicité d en 1, et

donc f(z) = c(z − 1)d. Par ailleurs, le polynôme f(z) − 1 possède une unique racine

de multiplicité d en 0, ce qui a pour conséquence que f(z) = 1 + kzd. Cette fois-ci, ces

deux conditions seront satisfaites au même moment seulement si f(z) = 1− z. Comme

cette fonction admet 1/2 comme point fixe, cela démontre qu’il est impossible d’avoir

une fonction holomorphe f : C \ {0, 1} → C \ {0, 1} sans point fixe. ¥

Exemple 4.1. Posons Λ = C \ {0, 1} et E = {0, 1,∞, λ0}, où λ0 ∈ Λ. On définit un

mouvement holomorphe Φ : Λ × E → Ĉ de la façon suivante : D’abord Φλ fixe 0, 1

et ∞ pour chaque valeur de λ ∈ Λ. Le mouvement qu’impose Φ à λ0 est donné par

Φ(λ, λ0) = λ. On vérifie facilement qu’il s’agit bien d’un mouvement holomorphe de E

paramétrisé par Λ et λ0. Supposons qu’il existe λ1 ∈ Ĉ \ E tel qu’on puisse prolonger

Φ à E ∪ {λ1}. Par définition de Λ, il suit que λ1 ∈ Λ et λ1 6= λ0. Si on peut prolonger

Φ sur E ∪{λ1}, alors la fonction Φλ1 : Λ → Λ est holomorphe. D’après le théorème 4.4,

elle possède un point fixe, disons ξ. Ainsi, Φ(ξ, λ1) = ξ. Finalement, par définition de Φ,
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nous avons que Φ(ξ, λ0) = ξ. On en conclut donc que Φξ n’est pas injective, puisqu’elle

prend la même valeur en λ0 et λ1. Il est donc impossible de prolonger le mouvement

holomorphe Φ à l’extérieur de E.

Comme nous l’avons mentionné au début de ce chapitre, la première définition du

mouvement holomorphe imposait à Λ d’être le disque unité ouvert. Ainsi, on connâıt

certains résultats concernant le mouvement holomorphe qui ne sont pas nécessairement

vrais lorsque Λ est un ouvert connexe quelconque. Le plus important d’entre eux est sans

contredit le théorème de Slodkowski. Ce dernier est en quelque sorte l’aboutissement

des travaux concernant le prolongement de mouvements holomorphes paramétrisés par

l’ensemble D. Voici un peu comment nous sommes arrivés à la démonstration de ce

théorème.

Après la démonstration du λ-lemme, D. P. Sullivan et W. P. Thurston ont obtenu

des résultats intéressants concernant le prolongement de mouvements holomorphes pa-

ramétrisés par le disque unité ouvert. Le théorème 4.5 est le principal résultat de leur

article (voir [32]).

Théorème 4.5. Il existe une constante universelle a > 0 tel que tout mouvement

holomorphe Φ d’un ensemble E ⊆ Ĉ paramétrisé par D et 0 peut être étendu à un

mouvement holomorphe

Φ̃ : D(0, a)× Ĉ→ Ĉ.

Comme le mentionnent les auteurs, la stratégie à employer pour démontrer ce

théorème est de diviser pour régner. On montre d’abord comment prolonger le mouve-

ment dans le cas où E est connexe. Pour ce faire, on remarque en premier lieu que le

λ-lemme nous permet de supposer que E est fermé. On montre ensuite que pour chaque

p dans le complément de E, on peut trouver un voisinage de p et un sous-ensemble ou-

vert de D où l’on peut prolonger le mouvement. Ce qui est important c’est qu’on peut

choisir l’ouvert indépendamment de p. Par la suite, avec une partition de l’unité de

Ĉ \ E, on est en mesure de construire le prolongement souhaité. Lorsqu’on perd la

connexité de l’ensemble E, cela rend les choses beaucoup plus compliquées, mais avec

certains résultats de géométrie hyperbolique et beaucoup de travail, il est possible de

s’en sortir.

De plus, Sullivan et Thurston ont présenté dans cet article un autre résultat d’impor-

tance qui simplifie passablement le problème de prolonger un mouvement holomorphe

à l’espace ambiant. L’énoncé de celui-ci est connu sous le nom de l’axiome du choix

holomorphe.
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Axiome du choix holomorphe : Si, pour tout ensemble fini E0 ⊂ Ĉ et pour tout

y ∈ Ĉ\E0, tout mouvement holomorphe Φ : D×E0 → Ĉ se prolonge en un mouvement

holomorphe Φ̃ : D × E0 ∪ {y} → Ĉ, alors n’importe quel mouvement holomorphe

Ψ : D× E → Ĉ se prolonge en un mouvement holomorphe Ψ̃ : D× Ĉ→ Ĉ.

Si Φ : D × E → Ĉ est un mouvement holomorphe et que E contient uniquement

trois points, alors on peut trouver un mouvement holomorphe Φ̃ : D × Ĉ → Ĉ qui

prolonge Φ. En effet, on peut alors supposer Φ normalisé et poser Φ̃(λ, z) = z. Par

ailleurs, un résultat démontré par C. J. Earle et I. Kra (voir [10]) permet de tirer les

mêmes conclusions dans le cas où E possède quatre points au lieu de trois.

En prenant connaissance des résultats de l’article de Sullivan et Thurston, une ques-

tion nous vient spontanément à l’esprit : Que peut bien valoir la constante universelle

a ? Dans un article publié en 1986, L. Bers et H. L. Royden ont réussi à démontrer

que a ≥ 1/3. Voici l’énoncé du théorème principal de leur article (voir [5]). Celui-ci est

aujourd’hui connu sous le nom du λ-lemme harmonique.

Théorème 4.6. Soit Φ : D × E → Ĉ un mouvement holomorphe avec 0 comme point

de base. Alors il existe un unique mouvement holomorphe Φ̃ : D(0, 1/3) × Ĉ → Ĉ qui

prolonge Φ et pour lequel les coefficients de Beltrami de Φ̃λ(z) sont harmoniques sur

Ĉ \ E pour tout λ ∈ D.

L’énoncé de ce théorème demande des explications. D’abord il est clair que cela

entrâıne que la constante universelle dont parlent Sullivan et Thurston est supérieure à

1/3. Cependant, ce qui est intéressant de constater, c’est que nous avons en quelque sorte

l’unicité du prolongement si on impose une condition sur les coefficients de Beltrami.

Un coefficient de Beltrami sur un domaine D est simplement un élément de la boule

unité ouverte de L∞(D). Au chapitre 3, nous avons vu que pour une transformation

quasiconforme f , |fz| > |fz|. Par conséquent, en posant

µf =
fz

fz

, (4.1)

on définit un coefficient de Beltrami. Ce dernier s’appelle la dilatation complexe de f ,

et il est relié au quotient de dilatation de f par l’équation

Df =
1 + |µf |
1− |µf | .

Le lien entre ces coefficients et les transformations quasi-conformes est encore plus

fort ; il est possible de montrer que pour chaque coefficient de Beltrami µ défini sur un

domaine D, il existe une transformation quasi-conforme f sur D, telle que

fz = µfz. (4.2)



Chapitre 4. Mouvements holomorphes 45

Ce résultat, qui a de nombreuses conséquences, possède une longue histoire. En effet,

le problème de trouver une fonction f résolvant l’équation 4.2 pour un µ donné re-

monte à Gauss. Ce dernier avait besoin de la résoudre pour obtenir certains résultats

en géométrie différentielle. Cependant, la résolution complète de cette équation est assez

récente.

Comme on le sait, d’après le théorème 4.6, il est légitime de parler du coefficient

de Beltrami des Φλ, car d’après le λ-lemme, ces transformations sont quasi-conformes.

Il y a donc une bijection entre les éléments de L∞(D) et les transformations quasi-

conformes sur D. Le fait qu’un coefficient de Beltrami soit harmonique ou non dépend

de sa décomposition en termes de différentielles quadratiques. Une bonne explication

de cette propriété nécessiterait l’ajout de nombreuses définitions, c’est pourquoi nous

laissons le soin au lecteur de consulter [5] et [24] pour de plus amples détails.

En 1991, soit quelques années après la parution de l’article de Bers et Royden,

SÃlodkowski démontra un théorème qui porte aujourd’hui son nom. Celui-ci a levé le voile

sur la constante universelle concernant le prolongement d’un mouvement holomorphe

paramétrisé par le disque unité. Il a en fait démontré que a = 1. Voici l’énoncé de ce

théorème célèbre.

Théorème 4.7. Soit Φ : D × E → Ĉ, un mouvement holomorphe. Alors on peut

prolonger Φ en un mouvement holomorphe Φ̃ : D× Ĉ → Ĉ. De plus, pour tout λ ∈ D,

la fonction Φ̃λ : Ĉ→ Ĉ est K-quasi-conforme, où K satisfait l’inégalité

K ≤ 1 + |λ|
1− |λ| .

La propriété de quasiconformité des fonctions Φ̃λ avait déjà été obtenue par Bers et

Royden. Elle permet entre autre de montrer que dans certaines situations, nous avons

l’unicité du mouvement holomorphe (voir [5]). La preuve qu’a donnée SÃlodkowski du

théorème 4.7 (voir [29]) fait appel à des idées classiques de la théorie des fonctions

à plusieurs variables complexes. On fait entre autres intervenir la notion d’enveloppe

polynomiale d’un ensemble. Pour obtenir son résultat, SÃlodkowski a essentiellement

démontré l’axiome du choix holomorphe. Finalement, mentionnons qu’il était possible

de simplifier quelque peu la preuve originale de SÃlodkowski. Cela fut réalisé par A.

Douady dans [9] (voir aussi [3]). En évitant certains termes techniques de la preuve

originale de SÃlodkowski, l’auteur ramène le problème à celui de la paramétrisation d’une

famille de courbes dans le contexte des espaces de Sobolev. Dans chacune des preuves,

l’existence du prolongement est obtenu par l’existence d’une solution au problème non-

linéaire de Riemann-Hilbert. La preuve de ce résultat est due à A. I. S̆nirel’man (voir

[30]). Cependant, F. Forstneric̆ a démontré ce résultat de nouveau en 1988 avec une
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approche où apparaissent les enveloppes polynomiales (voir [12]). C’est précisément

une reformulation du résultat de S̆nirel’man et Forstneric̆ qui permet de paramétriser

correctement une famille de courbes par le disque unité.



CHAPITRE 5

Mouvement holomorphe et IFS

5.1 Compatibilité d’un mouvement holomorphe

Dans le chapitre 2 de ce mémoire, nous avons introduit la notion de famille holo-

morphe d’IFS (voir la définition 2.10). Supposons que SΛ = {Sλ : λ ∈ Λ} soit une telle

famille, et soit λ0 ∈ Λ. On propose ici d’étudier le comportement de l’ensemble limite

et de l’attrateur de l’IFS Sλ0 , lorsque le paramètre λ0 est modifié. Notre objectif sera

de déterminer les situations où les ensembles J(λ0) et A(λ0) décrivent un mouvement

holomorphe paramétrisé par Λ et λ0. De plus, on exigera une condition supplémentaire

de compatibilité entre le mouvement holomorphe et les éléments de SΛ. Les résultats

qu’on retrouve ici proviennent d’un article publié en 2005 par L. Baribeau et M. Roy

(voir [4]).

Définition 5.1. Soit Φ, un mouvement holomorphe de l’ensemble E paramétrisé par

Λ et λ0, et soit SΛ = {Sλ : λ ∈ Λ} une famille holomorphe d’IFS, où Sλ = {fi,λ}i∈I . On

dira que Φ est un mouvement holomorphe compatible avec SΛ, si pour tout z ∈ E, nous

avons que

Φλ (fi,λ0(z)) = fi,λ (Φλ(z)) (5.1)

pour tout i ∈ I et pour tout λ ∈ Λ lorsque fi,λ0(z) ∈ E.
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Remarque 5.1.

– On exige que l’équation 5.1 soit vérifiée uniquement quand fi,λ0(z) ∈ E lorsque

z ∈ E. La raison pour laquelle on procède ainsi est fort simple ; la fonction Φλ est

définie sur l’ensemble E, et pour s’assurer que la compatibilité soit bien définie,

on ne doit pas tenir compte des z ∈ E pour lesquels fi,λ0(z) /∈ E.

– Si un mouvement holomorphe Φ : Λ × E → Ĉ est compatible avec SΛ, alors son

prolongement Φ̃ : Λ × E → Ĉ le sera aussi. Cela découle immédiatement de la

continuité d’un mouvement holomorphe.

À partir de maintenant et jusqu’à la fin de ce chapitre, nous allons étudier le mou-

vement holomorphe de l’attracteur d’un IFS. Pour faire suite à la remarque précédente,

mentionnons que si E est un ensemble auto-similaire, nous avons que pour tout z ∈ E,

fi,λ0(z) ∈ E. Cela a pour conséquence de simplifier la définition de compatibilité d’un

mouvement holomorphe défini sur de tels ensembles. En effet, cela revient à exiger que

le diagramme à la figure 5.1 soit commutatif pour tout i ∈ I et pour tout λ ∈ Λ.

E(λ0)
fi,λ0−−−→ E(λ0)

Φλ

y
yΦλ

E(λ)
fi,λ−−−→ E(λ)

Fig. 5.1 – Diagramme de compatibilité pour des ensembles auto-similaires

Exemple 5.1. Nous allons ici présenter un exemple qui sera utilisé tout au long de

ce chapitre pour illustrer les différents scénarios possibles concernant l’existence d’un

mouvement holomorphe compatible.

Choisissons deux nombres réels k et m vérifiant

0 < k ≤ 1/2 et k ≤ m ≤ 1− k,

et définissons les trois similarités suivantes :

f1,λ(z) = kz, f2,λ(z) = kz + mλ et f3,λ(z) = (1− k)z + k.

En posant Λ = H, où H est le demi-plan supérieur, et Sλ = {f1,λ, f2,λ, f3,λ}, on montre

facilement que SΛ est une famille holomorphe d’IFS.

Montrons que Φ(λ, z) := <(z) + λ=(z) avec λ0 = i comme point de base est un

mouvement holomorphe du plan complexe qui respecte la dynamique1 de SΛ.

1Dire qu’un mouvement holomorphe respecte la dynamique d’une famille holomorphe d’IFS est
équivalent à affirmer que le mouvement holomorphe considéré est compatible avec cette famille.
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Montrons en premier lieu que la fonction Φλ : C→ C est injective pour toute valeur

de λ dans H. Soient z0, z1 ∈ C. On doit montrer que Φλ(z0) = Φλ(z1) implique que

z0 = z1. On pose λ = u + iv. Le fait que Φλ(z0) = Φλ(z1) entrâıne que

<(z0 − z1) + u=(z0 − z1) + iv=(z0 − z1) = 0. (5.2)

On doit maintenant vérifier que l’équation 5.2 implique que z0 = z1. Puisque λ ∈ H,

nous avons que v 6= 0. Ainsi, on doit avoir que =(z0 − z1) = 0, d’où z0 − z1 ∈ R.

L’équation 5.2 devient donc

<(z0 − z1) = 0.

Comme z0− z1 ∈ R, cela entrâıne immédiatement que z0 = z1, et donc Φλ est injective

quelle que soit la valeur de λ ∈ H.

En choisissant λ0 = i, nous avons que Φλ0(z) = <(z) + i=(z) = z. La deuxième

condition pour que Φ soit un mouvement holomorphe est donc vérifiée. Finalement,

on constate que pour tout z0 ∈ C, la fonction λ 7→ <(z0) + λ=(z0) est holomorphe.

Cela nous permet d’affirmer que Φ vérifie les trois conditions pour être un mouvement

holomorphe du plan complexe. De plus, dans le cas présent, SΛ est une famille finie

d’IFS. Ainsi, A(λ0) = J(λ0). Par ailleurs, comme A(λ0) est un sous-ensemble de C, la

restriction de Φ à A(λ0) constitue un mouvement holomorphe de l’attracteur (et du

même coup de l’ensemble limite) de Sλ0 .

Il nous faut maintenant vérifier la compatibilité de ce mouvement avec la famille

SΛ. Tout d’abord, nous avons que

Φλ(f1,i(z)) = <(kz) + λ=(kz) = kΦλ(z) = f1,λ(Φλ(z)).

De même,

Φλ(f2,i(z)) = <(kz + mi) + λ=(kz + mi) = k(<(z) + λ=(z)) + m(<(i) + λ=(i))

= kΦλ(z) + mλ = f2,λ(Φλ(z)).

Finalement, on trouve que

Φλ(f3,i(z)) = <((1− k)z + k) + λ=((1− k)z + k) = (1− k)Φλ(z) + k = f3,λ(Φλ(z)).

Il en découle donc que Φ est un mouvement holomorphe compatible avec la famille

holomorphe d’IFS SΛ.

Nous venons de voir un exemple de famille holomorphe d’IFS dont l’ensemble limite

et l’attracteur décrivent un mouvement holomorphe compatible. Cependant, il n’est pas

toujours possible de construire un tel mouvement. En effet, au lieu de choisir Λ = H pour
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définir notre famille d’IFS, choissisons plutôt Λ = D(λ0, r), le disque ouvert de rayon

r centré en λ0. Nous allons montrer qu’il est impossible de contruire un mouvement

holomorphe dans un voisinage de λ0, si on choisit λ0 ∈ R.

Remarquons d’abord que f1,λ et f3,λ sont en fait indépendantes de λ. Aussi, comme

f1,λ([0, 1]) ∪ f3,λ([0, 1]) = [0, 1], il suit que [0, 1] est l’attracteur de la sous-famille de Sλ

formée uniquement de f1,λ et f3,λ. Ainsi, quel que soit λ, nous avons que [0, 1] ⊂ A(λ).

En premier lieu, fixons λ0 ∈ R et supposons qu’il existe un disque ouvert D(λ0, r)

et une fonction Φ tels que Φ : D(λ0, r) × A(λ0) → Ĉ soit un mouvement holomorphe

compatible avec SΛ, où Λ = D(λ0, r). Choisissons λ ∈ D(λ0, r) \R. D’après le théorème

4.3, Φλ : A(λ0) → A(λ) est un homéomorphisme. De plus, comme [0, 1] ⊂ A(λ) pour

tout λ ∈ C, il suit que Φ−1
λ ([0, 1]) ⊂ A(λ0). Puisque λ0 ∈ R, nous avons que A(λ0) ⊂ R,

et donc Φ−1
λ ([0, 1]) est un intervalle de la forme [a, b]. En effet, cela découle du fait

que les homéomorphismes préservent la compacité et la connexité. Comme la fonction

Φ−1
λ |[0,1] : [0, 1] → [a, b] est un homéomorphisme, il s’agit d’une fonction monotone. Sans

perte de généralité, on peut supposer qu’elle est monotone croissante. Nous pouvons

donc écrire que a = Φ−1
λ (0) et b = Φ−1

λ (1). De même, nous avons que

Φ−1
λ (A(λ) \ [0, 1]) = A(λ0) \ [a, b].

Comme k ∈ (0, 1), il suit que Φ−1
λ (k) ∈ (a, b). D’autre part, le fait que 1 est le point

fixe de f3,λ entrâıne que πλ(3
∞) = 1. De plus, puisque mλ/(1 − k) est le point fixe de

f2,λ, nous avons que πλ(2
∞) = mλ/(1− k). Cela nous permet d’écrire que

k = f1,λ(1) = f1,λ (πλ(3
∞)) = πλ(13∞)

= πλ

(
lim

n→∞
13n2∞

)
= lim

n→∞
πλ(13n2∞)

= lim
n→∞

f13n (πλ(2
∞)) = lim

n→∞
f13n (mλ/(1− k)) .

En remarquant que f13n (mλ/(1− k)) /∈ R si λ /∈ R, on trouve que

Φ−1
λ (k) = Φ−1

λ

(
lim

n→∞
f13n (mλ/(1− k))

)
= lim

n→∞
Φ−1

λ (f13n (mλ/(1− k)))

∈ Φ−1
λ (A(λ) \ [0, 1]) = A(λ0) \ [a, b] = A(λ0) \ (a, b).

Or, cela est une contradiction, puisqu’on a vu précédemment que Φ−1
λ (k) ∈ (a, b). Il

n’existe donc pas de mouvement holomorphe de A(λ0) si on choisit λ0 ∈ R.

5.2 Mouvement holomorphe et condition COSC

Nous allons établir dans cette section deux résultats concernant l’existence d’un

mouvement holomorphe de l’attracteur d’un IFS lorsque la condition COSC est vérifiée.
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Voyons d’abord un lemme qui nous sera utile pour démontrer ces résultats.

Lemme 5.1. Soit Sλ = {fi,λ : i ∈ I}, un IFS d’alphabet I satisfaisant la condition

COSC. Alors

fi,λ (A(λ)) ∩ fj,λ (A(λ)) = Ø

pour tout i, j ∈ I, i 6= j.

Preuve. Tout d’abord, puisque la condition COSC est vérifiée pour Sλ, il existe un

ouvert non-vide U(λ), tel que

1. fi,λ(U(λ)) ⊂ U(λ) pour tout i ∈ I ;

2. fi,λ(U(λ)) ∩ fj,λ(U(λ)) = Ø pour tout i, j ∈ I, i 6= j.

Soit K(λ) ∈ κ(U(λ)). Par définition de A(λ), nous avons que

A(λ) = lim
m→∞

Fm(K(λ))

= lim
m→∞

∪ω∈Imfω(K(λ))

⊂ lim
m→∞

∪ω∈ImU(λ)

= U(λ).

Ainsi, A(λ) ⊂ U(λ). Comme fi,λ(U(λ)) ∩ fj,λ(U(λ)) = Ø lorsque i 6= j, il suit que

fi,λ (A(λ)) ∩ fj,λ (A(λ)) = Ø si i 6= j. ¥

Théorème 5.1. Soit SΛ une famille holomorphe d’IFS satisfaisant la condition COSC

et soit λ0 ∈ Λ. Alors l’ensemble limite J(λ0) et l’attracteur A(λ0) décrivent un mouve-

ment holomorphe compatible avec SΛ.

Preuve. Nous allons montrer que la fonction

Φ : Λ× J(λ0) → J(λ)

(λ, πλ0(ω)) 7→ πλ(ω)

est en fait un mouvement holomorphe de l’ensemble limite de Sλ0 compatible avec SΛ.

Soient ω = ω1ω2ω3 . . . et ω′ = ω′1ω
′
2ω

′
3 . . ., deux éléments distincts de I∞. Il existe

donc un plus petit n0 ∈ N tel que ωn0 6= ω′n0
. Par définition de la fonction de codage,

nous avons que

πλ(ω) = lim
n→∞

fω|n,λ(z0) et πλ(ω
′) = lim

n→∞
fω′|n,λ(z0),
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où z0 ∈ C. Comme nous l’avons vu au chapitre 2, la valeur de πλ(ω) est indépendante

du choix de z0. Ainsi, en choisissant z0 ∈ U(λ), on a que

fω|n,λ(z0) = fω1,λfω2,λ . . . fωn0 ,λfωn0+1,λ . . . fωn,λ(z0) ∈ fω1,λfω2,λ . . . fωn0 ,λ(U(λ)) ,

fω|′n,λ(z0) = fω′1,λfω′2,λ . . . fω′n0
,λfω′n0+1,λ . . . fω′n,λ(z0) ∈ fω′1,λfω′2,λ . . . fω′n0

,λ(U(λ)) .

Puisque ωn0 6= ω′n0
, les ensembles fω1,λfω2,λ . . . fωn0 ,λ(U(λ)) et fω′1,λfω′2,λ . . . fω′n0

,λ(U(λ))

sont des ensembles fermés disjoints. Par conséquent, limn→∞ fω|n(z0) 6= limn→∞ fω′|n(z0),

d’où l’injectivité de πλ.

Il nous faut maintenant montrer que la fonction λ 7→ πλ(ω) est holomorphe pour

tout ω ∈ I∞. Choisissons z0 ∈ C et soit Fω := {λ 7→ fω|n,λ(z0) : n ∈ N}. Par hypothèse,

la fonction λ 7→ fω|n,λ(z0) est holomorphe pour toute valeur de n ∈ N. D’autre part,

d’après la définition 2.3, ces fonctions sont uniformément bornées. Selon le théorème

de Montel, Fω est une famille normale. De plus, puisque limn→∞ fω|n,λ(z0) existe, la

convergence est uniforme sur tous les sous-ensembles compacts de Λ. Par conséquent,

λ 7→ limn→∞ fω|n,λ(z0) est holomorphe quel que soit ω ∈ I∞.

Pour montrer que ce mouvement est compatible avec SΛ, il suffit d’observer que

Φλ(fi,λ0(πλ0(ω))) = Φλ(πλ0(iω)) = πλ(iω) = fi,λ(πλ(ω)) = fi,λ(Φλ(πλ0(ω))).

Ainsi, Φ constitue un mouvement holomorphe de J(λ0) compatible avec SΛ. D’après le

théorème 4.3, on peut prolonger Φ sur Λ × J(λ0), de telle sorte que ce prolongement

est un mouvement holomorphe de A(λ0) compatible avec SΛ. ¥

Corollaire 5.1. Soit SΛ une famille holomorphe finie d’IFS, et soit λ0 ∈ Λ. Supposons

que Sλ0 satisfait la condition COSC. Alors il existe un voisinage Λ0 de λ0 tel que J(λ0),

qui cöıncide avec A(λ0), décrit un mouvement holomorphe compatible avec SΛ0.

Preuve. Tout d’abord, puisque |I| < ∞, Sλ0 satisfait la condition COSC si et seule-

ment si

fi,λ0 (A(λ0)) ∩ fj,λ0 (A(λ0)) = Ø

pour tout i, j ∈ I, i 6= j. En effet, le lemme 5.1 montre que si la condition COSC est

satisfaite, alors fi,λ0 (A(λ0)) ∩ fj,λ0 (A(λ0)) = Ø pour tout i, j ∈ I, i 6= j. Pour montrer

la réciproque, posons

ε :=
1

3
min dist (fi,λ0(A(λ0)), fj,λ0(A(λ0))) ,
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où le minimum est pris sur tous les i, j ∈ I, i 6= j. Puisque les fi,λ0 sont des contractions,

cela entrâıne que Aε(λ0) := {z ∈ C : d(z, A(λ0)) < ε} est un ouvert qui réalise la

condition COSC pour Sλ0 .

En second lieu, comme |I| < ∞, le fait que fi,λ0 (A(λ0)) ∩ fj,λ0 (A(λ0)) = Ø si i 6= j

nous assure de l’existence d’un δ > 0 vérifiant

B(fi,λ0(A(λ0)), δ) ∩B(fj,λ0(A(λ0)), δ) = Ø (5.3)

pour tout i, j ∈ I, i 6= j. Considérons maintenant U0, un voisinage de λ0 tel que

sup
z∈A(λ0)

|fi,λ(z)− fi,λ0(z)| < (1− C(λ0))δ (5.4)

pour tout i ∈ I et tout λ ∈ U0. Montrons que fi,λ(B(A(λ0), δ)) ⊂ B(A(λ0), δ) si λ ∈ U0.

Soit z ∈ B(A(λ0), δ). Alors il existe z′ ∈ A(λ0) tel que |z−z′| < δ. Pour chaque λ ∈ U0,

on doit montrer que fi,λ(z) ∈ B(A(λ0), δ), ce qui sera fait si on parvient à montrer que

|fi,λ(z)− fi,λ0(z
′)| < δ pour tout λ ∈ U0. Soit λ ∈ U0. En vertu de 5.4 et de l’inégalité

triangulaire, on obtient que

|fi,λ(z)− fi,λ0(z
′)| ≤ |fi,λ(z)− fi,λ(z

′)|+ |fi,λ(z
′)− fi,λ0(z

′)|
< ci(λ)|z − z′|+ (1− C(λ0))δ

≤ C(λ0)|z − z′|+ (1− C(λ0))δ

< C(λ0)δ + (1− C(λ0))δ

= δ.

On doit maintenant trouver un voisinage V0 de λ0, tel que pour tout λ ∈ V0,

fi,λ

(
B(A(λ0), δ)

) ∩ fj,λ

(
B(A(λ0), δ)

)
= Ø (5.5)

pour tout i, j ∈ I, i 6= j. Posons

ε :=
1

5
min dist

(
fi,λ0

(
B (A(λ0), δ)

)
, fj,λ0

(
B (A(λ0), δ)

))
,

où le minimum est pris sur tous les i, j ∈ I, i 6= j. Puisque B (A(λ0), δ) est un ensemble

compact, il est possible de trouver un ensemble fini Eε = {z1, z2, . . . , zn}, tel que pour

chaque z ∈ B (A(λ0), δ), il existe zk ∈ Eε vérifiant |z − zk| < ε.

Soit zk ∈ Eε et soit i ∈ I. On définit un voisinage de λ0 de la façon suivante :

Vi,k := {λ ∈ Λ : |fi,λ(zk)− fi,λ0(zk)| < ε} .

Puisque |Eε| < ∞ et que |I| < ∞, l’ouvert

V0 :=
⋂
i∈I

k≤|Eε|

Vi,k
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constitue aussi un voisinage de λ0. Pour toute valeur de λ ∈ V0, l’équation 5.5 est

vérifiée. En effet, quel que soit z ∈ B (A(λ0), δ), on peut toujours trouver un zk ∈ Eε

qui vérifie |z − zk| < ε. Par conséquent,

|fi,λ(z)− fi,λ0(zk)| ≤ |fi,λ(z)− fi,λ(zk)|+ |fi,λ(zk)− fi,λ0(zk)|
< |z − zk|+ ε

< 2ε.

Comme ces estimés sont indépendants du choix de i, il suit que

dist
(
fi,λ

(
B(A(λ0), δ)

)
, fj,λ

(
B(A(λ0), δ)

))
> ε.

Cela démontre ainsi que l’équation 5.5 est satisfaite.

En posant Λ0 = U0 ∩ V0, on s’assure que pour tout λ ∈ Λ0, l’ouvert B(A(λ0), δ)

réalise la condition COSC pour l’IFS Sλ. Le théorème 5.1 nous permet alors de conclure

de l’existence d’un mouvement holomorphe compatible avec la famille d’IFS SΛ0 . ¥

Comme on peut le voir, le corollaire 5.1 s’applique seulement dans une situation

où la famille d’IFS est finie. Il y a une raison pour cela ; dans le cas où |I| = ∞, la

condition COSC n’est pas toujours préservée, même pour une petite variation de λ.

Voici un exemple qui illustre ce phénomène.

Exemple 5.2. On définit Sλ = {fn,λ : n ∈ N}, où

fn,λ =

{
1

2n(n+1)
z + 1

n+1
si n est pair,

1
2n(n+1)

z + λ
n+1

si n est impair.

En posant Λ = C, cela fait de SΛ une famille holomorphe d’IFS. D’autre part, si

on fixe λ0 = 1, on vérifie que U = {z ∈ C : 0 < <(z) < 1 et − 1 < =(z) < 1} est

un ouvert réalisant la condition COSC pour Sλ0 (voir la figure 5.2). Cependant, nous

allons voir qu’il n’existe pas de voisinage Λ0 de λ0 pour lequel la condition COSC est

satisfaite pour chaque Sλ avec λ ∈ Λ0. Pour ce faire, nous allons construire une suite

(λn) qui tend vers 1 et pour laquelle on peut trouver une sous-suite (λnk
) telle que Sλnk

ne satisfait jamais la condition COSC.

Définissons d’abord la suite (λn) en posant

λn =
n + 1

n + 2
.
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0
1

i

f1,1(U)

f3,1(U)

f2,1(U)

−i

Fig. 5.2 – Trois images de l’ouvert U réalisant la condition COSC
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Si n est impair, on constate que

fn,λn(0) =
λn

n + 1
=

1

n + 2
.

Si n est impair, n + 1 sera pair, et par conséquent,

fn+1,λn(0) =
1

n + 2
.

D’autre part, nous avons que 0 ∈ A(λ) pour tout λ ∈ C. En effet, en posant ω = 222 . . .,

on constate que πλ(ω) = limn→∞ fω|n,λ(1) = 0. En particulier, 0 appartient à A(λn) pour

chaque n impair. Puisque nous avons que fn+1,λn(0) = fn,λn(0) lorsque n est impair,

cela entrâıne que

fn,λn(A(λn)) ∩ fn+1,λn(A(λn)) 6= Ø

si n est impair. Or, d’après le lemme 5.1, si Sλn satisfait la condition COSC, on doit

nécessairement avoir que

fi,λn(A(λn)) ∩ fj,λn(A(λn)) = Ø

pour tout i, j ∈ N, i 6= j. Ainsi, la condition COSC ne peut être vérifiée pour aucun λn

avec n impair. Cela illustre donc bien la sensibilité de la condition COSC.

5.3 Mouvement holomorphe et condition OSC

Dans cette section, nous allons considérer une situation plus générale que dans

la précédente. En effet, on s’intéressera ici aux IFS qui vérifient la condition OSC.

Rappelons que si un IFS satisfait la condition COSC, il en sera de même pour la

condition OSC. Présentons d’abord deux définitions qui seront utiles dans le présent

chapitre.

Définition 5.2. Soit Sλ un IFS d’alphabet I. L’ensemble des points périodiques de Sλ,

noté Per(λ), est défini par

Per(λ) = {z ∈ C : ∃ ω ∈ I∗ tel que fω,λ(z) = z}.

Définition 5.3. Soit I un alphabet et s = s1s2 . . . s|s|, t = t1t2 . . . t|t| avec |s| ≥ |t|, deux

éléments de I∗. On dira que s et t sont comparables, si si = ti pour tout i ∈ {1, 2, . . . , |t|}.

Lorsque deux mots ne sont pas comparables, on dira simplement qu’ils sont incom-

parables. Comme le traduit la définition 5.3, deux mots sont comparables si l’un des

mots constitue le début de l’autre mot.
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Théorème 5.2. Soit SΛ une famille holomorphe d’IFS d’alphabet I paramétrisée par

Λ et λ0, et qui satisfait les hypothèses suivantes :

1. Sλ est formé de contractions injectives pour tout λ ∈ Λ ;

2. Les fonctions {(λ, z) 7→ fi,λ(z)}i∈I sont holomorphes en deux variables ;

3. Pour chaque λ ∈ Λ, il existe un ouvert U(λ) réalisant la condition OSC pour Sλ ;

4. Il existe une fonction holomorphe g : Λ → C telle que g(λ) ∈ U(λ) \ Per(λ) pour

tout λ ∈ Λ.

Alors J(λ0) et A(λ0) décrivent un mouvement holomorphe compatible avec SΛ.

Preuve. Pour chaque λ ∈ Λ on définit l’ensemble

E(λ) := {fω,λ(g(λ)) : ω ∈ I∗} .

Définissons aussi la fonction

Φ : Λ× E(λ0) → C(
λ, fω,λ0(g(λ0))

) 7→ fω,λ(g(λ)).

Nous allons montrer que Φ est un mouvement holomorphe de l’ensemble E(λ0). Mon-

trons en premier lieu que Φ est bien défini. On doit vérifier que fs,λ0(g(λ0)) = ft,λ0(g(λ0))

si et seulement si s = t. Remarquons d’abord que fs,λ0(g(λ0)) = ft,λ0(g(λ0)) si s = t.

Montrons maintenant que si s 6= t, alors fs,λ0(g(λ0)) 6= ft,λ0(g(λ0)).

1er cas : s et t sont incomparables.

Supposons que s = s1s2 . . . s|s| et que t = t1t2 . . . t|t|. Comme s et t sont incomparables, il

existe un plus petit n tel que sn 6= tn. Puisque U(λ0) réalise la condition OSC pour Sλ0 ,

il suit que fi,λ0(U(λ0)) ⊂ U(λ0) ∀ i ∈ I. Ainsi, comme g(λ0) ∈ U(λ0) par hypothèse,

nous avons que

fsnsn+1...s|s|,λ0(g(λ0)) ∈ U(λ0) et ftntn+1...t|t|,λ0(g(λ0)) ∈ U(λ0).

Comme l’ouvert U(λ0) réalise la condition OSC pour Sλ0 , cela entrâıne aussi que

fi,λ0(U(λ0))∩ fj,λ0(U(λ0)) = Ø pour tout i, j ∈ I, i 6= j. Ainsi, comme sn 6= tn, cela im-

plique que fsnsn+1...s|s|,λ0(g(λ0)) 6= ftntn+1...t|t|,λ0(g(λ0)). Finalement, puisque la fonction

fs|n−1,λ0 = ft|n−1,λ0 est injective, on conclut que fs,λ0(g(λ0)) 6= ft,λ0(g(λ0)).

2e cas : s et t sont comparables.

Sans perte de généralité, supposons que c’est t qui est le début du mot s. Ainsi, il existe

s′ ∈ I∗ \ {Ø} tel que s = ts′. Par hypothèse, g(λ0) /∈ Per(λ0). Nous avons donc que

fs′,λ0(g(λ0)) 6= g(λ0). L’injectivité de ft,λ0 entrâıne finalement que

fs,λ0(g(λ0)) = fts′,λ0(g(λ0)) = ft,λ0(fs′,λ0(g(λ0))) 6= ft,λ0(g(λ0)).
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Nous venons de montrer que fs,λ0(g(λ0)) = ft,λ0(g(λ0)) ⇐⇒ s = t. Cependant, le

choix de λ0 ∈ Λ n’a aucune importance dans la preuve. Pour cette raison, quel que soit

λ ∈ Λ nous avons que fs,λ(g(λ)) = ft,λ(g(λ)) ⇐⇒ s = t. Cette remarque nous permet

de montrer l’injectivité des fonctions Φλ : E(λ0) → C. En effet, Φλ sera injective si et

seulement si fs,λ(g(λ)) 6= ft,λ(g(λ)) lorsque fs,λ0(g(λ0)) 6= ft,λ0(g(λ0)). Or, nous avons

que

fs,λ0(g(λ0)) 6= ft,λ0(g(λ0)) ⇐⇒ s 6= t ⇐⇒ fs,λ(g(λ)) 6= ft,λ(g(λ)).

Cela démontre l’injectivité de Φλ.

D’autre part, le fait que la fonction g : Λ → C soit holomorphe par hypothèse et

le fait que les contractions fi,λ(z) soient holomorphes en z, entrâınent que la fonction

λ 7→ Φλ(fω,λ0(g(λ0))) est holomorphe sur Λ pour tout ω ∈ I∗. Finalement, on observe

que Φλ0 = id.

D’après le théorème 4.3, on peut prolonger le mouvement holomorphe Φ à E(λ0).

Montrons maintenant que A(λ0) ⊆ E(λ0). En effet, soit z = fω,λ0(g(λ0)) ∈ E(λ0). Nous

avons que fi,λ0(z) = fi,λ0(fω,λ0(g(λ0))) = fiω,λ0(g(λ0)) ∈ E(λ0) ∀ i ∈ I. Par conséquent,

∪i∈Ifi,λ0(E(λ0)) ⊆ E(λ0),

et donc

Fλ0(E(λ0)) = ∪i∈Ifi(E(λ0)) ⊆ E(λ0).

Par définition de l’attracteur, cela entrâıne que A(λ0) ⊆ E(λ0). Montrons maintenant

que Φ est un mouvement compatible avec SΛ. Soit λ ∈ Λ. Pour tout i ∈ I et pour tout

ω ∈ I∗, nous avons que

Φλ

(
fi,λ0

(
fω,λ0(g(λ0))

))
= Φλ

(
fiω,λ0(g(λ0))

)

= fiω,λ(g(λ))

= fi,λ

(
fω,λ(g(λ))

)

= fi,λ

(
Φλ

(
fω,λ0(g(λ0))

))
,

et donc le mouvement est compatible avec Sλ sur E(λ0). Comme nous l’avons mentionné

à la remarque 5.1, le prolongé de Φ demeure compatible avec Sλ sur E(λ0).

Vérifions maintenant que Φ est un mouvement holomorphe de A(λ0). Il nous reste

à montrer que Φλ(A(λ0)) = A(λ). Soit ω ∈ I∞. On observe que

Φλ(πλ0(ω)) = Φλ

(
lim

n→∞
fω|n,λ0(g(λ0))

)

= lim
n→∞

Φλ

(
fω|n,λ0(g(λ0))

)

= lim
n→∞

fω|n,λ(g(λ))

= πλ(ω).
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Ainsi, Φλ(J(λ0)) = J(λ), et par conséquent, Φλ(A(λ0)) = A(λ). Cela termine la

démonstration du théorème 5.2. ¥

Corollaire 5.2. Soit SΛ une famille holomorphe d’IFS d’alphabet I paramétrisée par

Λ et λ0, et qui satisfait les hypothèses suivantes :

1. Sλ est formé de contractions injectives pour tout λ ∈ Λ ;

2. Les fonctions {(λ, z) 7→ fi,λ(z)}i∈I sont holomorphes en deux variables ;

3. Pour chaque λ ∈ Λ, il existe un ouvert U(λ) réalisant la condition OSC pour Sλ ;

4. Il existe une fonction holomorphe g : Λ → C telle que g(λ0) ∈ U(λ0) \ A(λ0), et

g(λ) ∈ U(λ) pour tout λ ∈ Λ.

Alors il existe un voisinage Λ0 de λ0 tel que J(λ0) et A(λ0) décrivent un mouvement

holomorphe compatible avec SΛ0.

Preuve. Puisque g(λ0) /∈ A(λ0), on peut trouver un voisinage Λ0 de λ0 tel que pour

tout λ ∈ Λ0, g(λ) /∈ A(λ). En effet, cela découle de la continuité de g et de l’applica-

tion λ 7→ A(λ). Montrons maintenant que Per(λ) ⊆ A(λ). Soit z ∈ Per(λ). Il existe

donc ω ∈ I∗ tel que fω,λ(z) = z. Posons ω = ωωω . . . et k = |ω|. Ainsi, fω|kj ,λ(z) = z

pour tout j ∈ N. D’après un résultat du chapitre 2, πλ(ω) := limn→∞ fω|n,λ(z) existe.

Puisque la suite
(
fω|kj

(z)
)

j∈N est une sous-suite de
(
fω|n(z)

)
n∈N qui converge vers z,

il suit que πλ(ω) = z. Par conséquent, z ∈ J(λ) ⊆ A(λ), d’où Per(λ) ⊆ A(λ). Cette

observation et la quatrième hypothèse entrâınent que quelle que soit la valeur λ ∈ Λ0,

g(λ) ∈ U(λ) \ A(λ) ⊆ U(λ) \ Per(λ). Le théorème 5.2 nous permet maintenant de

conclure. ¥

À l’exemple 5.1, nous avons étudié le mouvement holomorphe de l’attracteur d’une

famille holomorphe d’IFS SΛ. Rappelons que cette famille était formée des contractions

f1,λ(z) = kz, f2,λ(z) = kz + mλ et f3,λ(z) = (1− k)z + k,

où 0 < k ≤ 1/2 et k ≤ m ≤ 1 − k. Nous avons vu qu’en choisissant Λ = H et λ0 = i,

l’attracteur de cette famille décrivait un mouvement holomorphe compatible avec SΛ.

Cependant, si on choisissait λ0 ∈ R, on a vu qu’il était impossible de trouver un ouvert

Λ, contenant λ0, pour lequel l’attracteur de Sλ0 décrivait un mouvement holomorphe

paramétrisé par l’ensemble Λ.

Pour cet exemple, l’existence d’un mouvement holomorphe de l’attracteur A(λ0) va

de pair avec la satisfaction de la condition OSC pour l’IFS Sλ0 . En effet, si λ0 ∈ H, un

calcul direct montre que l’intérieur du triangle dont les sommets sont 0,1 et mλ0/(1−k)
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est un ouvert qui réalise la condition OSC pour Sλ0 . Cependant, si λ0 ∈ R, la condition

OSC n’est pas satisfaite.

Afin de montrer que Sλ0 ne satisfait pas la condition OSC dans le cas où λ0 ∈ R,

remarquons en premier lieu que les éléments qui composent Sλ0 sont des similitudes.

Le théorème 2.3 nous permet donc d’affirmer que si la condition OSC est vérifiée, alors

dimH A(λ0) = s, où s satisfait
3∑

i=1

|ci(λ0)|s = 1.

Si Sλ0 satisfaisait la condition OSC, s vérifierait

2ks + (1− k)s = 1,

où s = dimH A(λ0). Puisque 2k1 + (1− k)1 = 1 + k > 1, il suit que s > 1. Cependant,

en remarquant que mλ0/(1− k) est le point fixe de f2,λ0 et que

f1,λ0([0, 1]) ∪ f3,λ0([0, 1]) = [0, 1],

on peut vérifier facilement que

A(λ0) =

[
min

{
0,

mλ0

1− k

}
, max

{
1,

mλ0

1− k

}]
.

Or, si E est un intervalle de la forme [a, b] avec a < b, on a que 0 < H1(E) < ∞. Par

conséquent, dimH A(λ0) = 1. Cela entrâıne donc que Sλ0 ne peut satisfaire la condition

OSC si λ0 ∈ R.

Exemple 5.3. Nous nous proposons ici de donner un exemple d’une famille holomorphe

d’IFS paramétrisée par Λ ⊆ C dont l’attracteur A(λ) et l’ensemble limite J(λ) décrivent

un mouvement holomorphe qui respecte la dynamique, mais où la condition OSC n’est

pas vérifiée quel que soit λ ∈ Λ.

Soient Sλ := {f1,λ, f2,λ} et Λ = D(1, 1
2
). On définit les fi,λ de la façon suivante :

f1,λ(z) =
λz

2
+ λ− λ2

2
et f2,λ(z) =

z

3
+

2λ

3
.

Ainsi, si ci(λ) est le rapport de contraction pour fi,λ, nous avons que

c1(λ) =
|λ|
2

et c2(λ) =
1

3
.

On considère la famille d’IFS SΛ := {Sλ : λ ∈ Λ}. Puisque Λ est le disque ouvert de

rayon 1
2

centré en z = 1, il suit que 1
2

< |λ| < 3
2

pour tout λ ∈ Λ. Par conséquent, les
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éléments de Sλ sont des contractions dont le rapport est inférieur à 3
4
. Cela fait de SΛ

une famille finie de contractions injectives. De plus, les fonctions {(λ, z) 7→ fi,λ(z)}i∈I

sont holomorphes en deux variables. Nous avons donc bien une famille holomorphe

d’IFS.

Choisissons λ0 = 1 ∈ Λ et montrons que A(λ0) et J(λ0) décrivent un mouvement

holomorphe paramétrisé par Λ qui respecte la dynamique. Remarquons que puisque les

éléments de Sλ0 sont des contractions fixant λ0, on a que A(λ0) = J(λ0) = {λ0}.

Montrons maintenant que la fonction

Φ : Λ× A(λ0) → C
(λ, z) 7→ λz

est un mouvement holomorphe qui est compatible avec SΛ. D’abord, on constate que

pour chaque λ ∈ Λ, la fonction Φ(λ, ·) : A(λ0) → C est injective. Cela découle du fait

que |A(λ0)| = 1. D’autre part, Φ(λ0, ·) = Φ(1, ·) ≡ z.

On doit aussi montrer que pour tout z0 ∈ A(λ0), la fonction Φ(·, z0) : Λ → C est

holomorphe. Comme λ0 est le seul élément de A(λ0), il nous faut montrer que Φ(·, λ0)

est holomorphe. Mais puisque Φ(·, λ0) ≡ λ0λ = λ est holomorphe, la condition est donc

vérifiée. Ainsi, Φ est bien un mouvement holomorphe de A(λ0).

Il faut finalement s’assurer que ce mouvement holomorphe est compatible avec SΛ.

Ainsi, nous devons montrer que

Φ(λ, fi,λ0(z)) = fi,λ(Φ(λ, z))

pour tout z ∈ A(λ0), i ∈ I et λ ∈ Λ. Mais comme A(λ0) = {1}, cela revient à montrer

que

Φ(λ, fi,λ0(1)) = fi,λ(Φ(λ, 1))

pour tout i ∈ I et λ ∈ Λ. Cependant, nous avons que fi,λ(λ) = λ pour tout i ∈ I et

pour tout λ ∈ Λ. De même, Φ(λ, 1) = λ pour tout λ ∈ Λ. Cela nous permet de conclure

que Φ respecte la dynamique de SΛ.

Terminons cet exemple en démontrant que Sλ ne satisfait pas la condition OSC pour

tout λ ∈ Λ, c’est-à-dire qu’il n’existe pas d’ouvert U(λ) ⊆ C tel que

1. fi,λ(U(λ)) ∩ fj,λ(U(λ)) = Ø si i 6= j, λ ∈ Λ ;

2. fi,λ(U(λ)) ⊆ U(λ) si i ∈ I, λ ∈ Λ.
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Le théorème 2.3 nous affirme que la dimension de Hausdorff et la dimension de

similarité de l’attracteur d’un IFS doivent être les mêmes dans le cas où l’IFS satis-

fait la condition OSC et est formé d’un nombre fini de similitudes. Or, pour chaque

λ ∈ Λ, l’attracteur de Sλ est l’ensemble {λ}, dont la dimension de Hausdorff est zéro.

Cependant, la dimension de similarité de l’IFS Sλ est différente de zéro. En fait, celle-ci

correspond à la valeur de s dans l’équation

( |λ|
2

)s

+
1

3s
= 1.

Ainsi, Sλ ne peut satisfaire la condition OSC, peu importe la valeur de λ ∈ Λ.

Remarquons que si on avait posé Ψ(λ, z) = 3λ
2
z et choisi λ0 = 2

3
comme point de

base, alors Ψ aurait aussi fait l’affaire comme mouvement holomorphe compatible avec

la dynamique. Ainsi, un tel mouvement holomorphe n’est pas toujours unique.

Dans ce chapitre, certains exemples nous ont permis de constater que ce n’est pas

dans tous les cas que l’attracteur d’une famille holomorphe d’IFS admet un mouvement

holomorphe. Or, il se trouve qu’un mouvement holomorphe est un cas particulier de

multifonction analytique. Ces dernières s’avèrent plus appropriées pour caractériser le

comportement de l’attracteur d’une famille holomorphe d’IFS. En effet, dans leur article

(voir [4]), L. Baribeau et M. Roy montrent que l’attracteur d’une famille holomorphe

d’IFS est toujours une multifonction analytique.



CHAPITRE 6

Conclusion

Bien que la notion de mouvement holomorphe soit assez récente, elle s’intègre bien

à plusieurs branches de l’analyse complexe. Que ce soit pour faire l’étude des groupes

de Klein ou bien des fonctions rationnelles, les mouvements holomorphes permettent

d’obtenir une interprétation plus géométrique de certains ensembles, lorsqu’on fait varier

les paramètres qui définissent ceux-ci.

En ce qui nous concerne, les ensembles dont on voulait examiner le comportement

étaient des attracteurs de systèmes de fonctions itérées. Nous avons vu que ceux-ci ne

décrivaient pas toujours un mouvement holomorphe. Cela nous a amené à déterminer

certaines conditions que doivent satisfaire les systèmes de fonctions itérées, pour être

assurés de l’existence d’un mouvement holomorphe de leur attracteur. Dans leur article

(voir [4]), L. Baribeau et M. Roy montrent que les multifonctions analytiques décrivent

mieux le comportement de l’attracteur d’un IFS.

Au cours de ma dernière année de mâıtrise, j’ai essayé d’obtenir une réciproque au

théorème 5.2. Je voulais adapter la démonstration d’un résultat analogue, qui concerne

l’existence d’un mouvement holomorphe d’un ensemble important qui intervient dans

l’étude des familles de fonctions rationnelles (voir [24]). Le résultat en question est

basé sur le λ-lemme harmonique, énoncé à la fin du chapitre 4. Il s’avère que les

démonstrations de ces théorèmes reposent sur des résultats avancés concernant les sur-
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faces de Riemann. On réfère entre autre à la notion d’espace de Teichmüller (voir [14]),

qui est en quelque sorte un espace topologique dont les éléments sont des surfaces de

Riemann quasi-conformément équivalentes. Une étude approfondie de ce sujet aurait

certainement été d’une trop grande ampleur pour ce mémoire.

En terminant, mentionnons que des résultats concernant les mouvements holo-

morphes ont été utilisés pour obtenir de nouvelles preuves de certains théorèmes impor-

tants en dynamique complexe. C’est ainsi que Y. Jiang a récemment donné une nouvelle

preuve des théorèmes de König et Bötthcher en se servant du théorème de SÃlodkowski

(voir [17]). Ces derniers avaient été obtenus en 1904 et en 1884 respectivement. Il ne

serait donc pas surprenant qu’en se servant des résultats concernant les mouvements

holomorphes, on puisse obtenir d’autres preuves des théorèmes de l’analyse complexe.

Peut-être même que de nouveaux résultats seront obtenus par ces méthodes.
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Notation

H Le demi-plan supérieur.

D Le disque unité ouvert.

D Le disque unité fermé.

D(a, r) Le disque ouvert de rayon r centré en a.

π(ω) La fonction de codage évaluée en ω.

cω Le rapport de contraction de fω.

In Les mots de longueur n formés de l’alphabet I.

I∗ Les mots finis formés à de l’alphabet I.

I∞ Les mots infinis formés de l’alphabet I.

dH La métrique de Hausdorff.

κ(X) L’ensemble des compacts non-vides de X.

Hs(E) La s-mesure de Hausdorff.

dimH E La dimension de Hausdorff de l’ensemble E.

Jf Le jacobien de la transformation f .

Df Le quotient de dilatation de f .

M(Q(z1, z2, z3, z4)) Le module du quadrilatère Q(z1, z2, z3, z4)

Kf La dilatation maximale de f .

Hf La distortion circulaire de f .

χ(z1, z2, z3, z4) Le produit croisé de z1, z2, z3 et z4.

distbC\{0,1,∞} La métrique hyperbolique sur Ĉ \ {0, 1,∞}
µf La dilatation complexe de f .

Per(λ) L’ensemble des points périodiques de Sλ.

B(a, r) La boule ouverte de rayon r centré en a.


