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Résumé

La notion de mouvement holomorphe a été introduite en 1983 par Mané, Sad et
Sullivan pour étudier certaines familles de fonctions rationnelles. Dans ce mémoire,
on se propose d’utiliser les mouvements holomorphes dans le contexte des systemes de
fonctions itérées (IFS). Dans un premier temps, nous serons amenés a définir l'attracteur
d’un IF'S. Par la suite, on s’intéressera a la notion de quasiconformité, qui est intimement
liée aux mouvements holomorphes. Finalement, apres avoir exposé certains résultats de
prolongement, nous déterminerons des criteres qui nous assurent de l'existence d’un
mouvement holomorphe de 'attracteur d’une famille d'TF'S.
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CHAPITRE 1

Introduction

Nous avons tous déja vu dans la nature des objets composés de plus petites structures
qui ont le méme aspect que I'objet tout entier. Pensons seulement a la fougere et aux
flocons de neige. De telles formes ont été étudiées par les mathématiciens des le début
du vingtieme siecle.

Pour effectuer ces diverses modélisations, on a construit différents ensembles, la
plupart du temps dans le plan complexe, qui vérifiaient des propriétés d’auto-similarité.
Le nom de fractal a été attribué a ces objets. Ce dernier a été contruit a partir de
Pétymologie latine fractus, qui signifie brisé. A titre d’exemple, la figure [II illustre la
modélisation d’une branche de fougere ainsi que d’un flocon de neige.

Plusieurs approches peuvent étre utilisées pour construire des fractals. Une méthode
simple et fructueuse pour obtenir de tels ensembles consiste a itérer plusieurs fonctions
simultanément. A cet effet, le deuxieme chapitre de ce mémoire concernera I’étude des
systemes de fonctions itérées. On y parlera entre autre de 'attracteur d’un systeme de
fonctions itérées. Celui-ci est un ensemble auto-similaire tres important.

Le chapitre trois sera consacré a I’étude des transformations quasi-conformes. Comme
leur nom semble le laisser croire, ces dernieres ressemblent beaucoup a des transforma-
tions conformes. Leur importance sera mise en évidence au quatrieme chapitre, alors
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F1G. 1.1 — Modélisation d’un flocon de neige et d'une fougere a 1’aide d’images fractales.

que nous discuterons du mouvement holomorphe d’un ensemble. La notion de mouve-
ment holomorphe a été introduite il y a une vingtaine d’années pour décrire I’ensemble
de Julia d’une famille de fonctions rationnelles. Cependant, on lui a trouvé d’autres
applications par la suite. A ce propos, le cinquieme chapitre fera justement le pont
entre les systemes de fonctions itérées et les mouvements holomorphes. On déterminera
des conditions sous lesquelles I'attracteur d’'une famille de fonctions itérées décrit un
mouvement holomorphe.



CHAPITRE 2

Systemes de fonctions itérées

2.1 Définition d'un IFS

Définition 2.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une fonction f : X — X est une
contraction s’il existe une constante ¢ € (0,1) telle que

d(f(x), f(y)) < cd(z,y) (2.1)

pour tout x,y € X.

La constante c est souvent appelée un rapport de contraction pour f. Il est important
de remarquer que cette derniere n’est pas unique. Lorsqu’on parlera du rapport de
contraction de f, il s’agira de la plus petite valeur de ¢ vérifiant l'inégalité (2.1). Un
résultat classique d’analyse, le théoreme du point fixe de Banach', nous assure que toute
contraction définie sur un espace métrique complet admet un unique point fixe. On peut
démontrer ce résultat sans peine, voir [6] et [7] a cet effet. L’étude des contractions sur
un espace métrique complet a permis de donner des preuves élégantes de plusieurs
théoremes importants. Dans la grande majorité des cas, c’est précisément 1’existence
de T'unique point fixe qui est ’élément clé de la démonstration. Comme 'étude des

LCe résultat est aussi connu comme étant le théoréme de contraction.
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contractions mene a de grands résultats, certains mathématiciens perspicaces ont obtenu
beaucoup de succes en étudiant des familles de contractions. C’est précisément ce sur
quoi portera le présent chapitre.

Définition 2.2. Soit X un espace métrique complet et soit n € N. On dira que
S = {f1, fay--. fn} est un systéme de fonctions itérées fini sur X si chaque f; est
une contraction sur X.

Exemple 2.1. Prenons comme espace métrique X = (C,| |), le plan complexe muni
de la métrique euclidienne, et posons S = {fi, fo}, ou

z z 2

filz) =5 et f2(2)25+§ -

Clairement X est un espace métrique complet. De plus, f; et fs sont des contractions
de rapport % Ainsi, S est un systeme de fonctions itérées fini sur X. On peut aussi
définir le rapport de contraction d’un systeme de fonctions itérées fini comme étant le
maximum des rapports de contraction des éléments qui forment le systeme. Ainsi, le
rapport de contraction de S est égal a % D’autres exemples de systemes de fonctions
itérées finis sont présentés dans [7].

Comme c’est souvent le cas en mathématique, on traite le cas fini d’'un probleme pour
ensuite vérifier si les résultats que 'on a obtenus sont aussi valides dans le cas infini.
Ainsi, on a d’abord étudié des familles qui comportaient un nombre fini de contrac-
tions et plus récemment, nous nous sommes intéressés aux propriétés des familles en
comportant un nombre infini. Cependant, il arrive parfois que le passage du cas fini
au cas infini entraine quelques modifications des concepts qui avaient du sens avant la
transition, mais qui n’en ont plus vraiment apres. Cela a fait en sorte que la premiere
définition d’un systeme de fonctions itérées a du étre quelque peu adaptée afin de rendre
possible I’étude des systemes possédant un nombre infini de contractions. Par exemple,
le rapport de contraction d'un systeme de fonctions itérées doit étre redéfini puisque
rien n’indique a priori que I'ensemble des rapports de contraction d’un systeme possede
un élément maximal. En fait, si nous ne modifions pas la définition d’un systeme de
fonctions itérées pour le cas infini, deux situations facheuses peuvent survenir, si bien
que nous ne pourrions pas aller bien loin dans le traitement de ce dernier cas. Voici
deux exemples pathologiques illustrant chacune de ces situations.

Exemple 2.2. Prenons comme espace métrique R avec la métrique euclidienne, et

f:{fn(x):<1—nil)x:neN}

comme famille de contractions. Bien évidemment, R muni de la métrique euclidienne est

un espace métrique complet. On constate que f, a 1—%+1 comme rapport de contraction.
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Comme I’ensemble des rapports de contraction des éléments de la famille considérée
comporte une infinité d’éléments, on ne peut plus définir le rapport de contraction
du systeme comme étant le maximum de ces rapports, car rien nous dit qu’un maxi-
mum est atteint. Il est donc naturel de vouloir prendre le supremum des rapports de
contraction pour définir le rapport de contraction du systeme. Or, le supremum des
rapports de contraction pour cette famille est égal a 1. Comme nous allons le voir dans
la démonstration du théoreme 2.2, il est primordial que le rapport de contraction d’un
systeme de fonctions itérées soit strictement inférieur a 1, car sinon cela nous empéche
d’utiliser le théoreme du point fixe de Banach, si essentiel pour la poursuite des choses.
Cependant, si on considere une sous-famille finie de F, appelons-la S, alors le rapport
de contraction du systeme formé par S est bel et bien inférieur a 1, puisqu’il s’agit du
maximum d’un ensemble fini de nombres strictement inférieurs a 1.

Exemple 2.3. Considérons toujours R muni de la métrique euclidienne, mais cette
fois-ci fixons a € (1, 00) et considérons la famille

F = {fn(x):§+(—a)”:n€N}.

Les éléments de cette famille sont des contractions de rapport % Si nous considérons
une sous-famille finie de F, disons S, alors pour tout f € S et pour tout x € R, nous
avons que d(0, f(z)) < oo. Ainsi, sup s d(0, f(z)) = maxsecs d(0, f(x)) < oo pour tout
x € R. Néanmoins, si on considere la famille F, qui comporte une infinité d’éléments,
nous avons que pour tout x € R,

x

supd(0, f(z)) = supd (O, (— + (—a)")) = 00.
feF neN a

Encore une fois, on voit bien que le comportement d’une famille comportant un nombre

infini de contractions differe passablement du cas fini. Cette fois-ci, le fait qu’il n’existe

aucun élément x dans 'espace métrique pour lequel

supd(0, f(z)) < 0o
feF

nous empéche de bien définir la fonction de codage associée a la famille F (voir la
définition 2.4)).

Apres avoir mis en évidence a 'aide de deux exemples que la définition d’un systeme
fini de fonctions itérées doit étre modifiée si on veut étudier des systemes infinis de
fonctions itérées, nous sommes maintenant préts a donner la définition actuelle d'un tel
systeme.



Chapitre 2. Systémes de fonctions itérées 6

Définition 2.3. Soit / un ensemble dénombrable et soit (X, d) un espace métrique
complet. On dira que S = {f; }icr est un systéme de fonctions itérées sur X si les trois
conditions suivantes sont satisfaites :

1. Les f; sont des contractions de rapport ¢; ;
2. C:=sup,crc < 1;

3. B :=sup;c; d(0, fi(zo)) < oo pour un certain x5 € X.

Par la suite, nous utiliserons fréquemment ’acronyme IFS pour désigner un systeme
de fonctions itérées, qu’il soit fini ou infini. Cette appelation provient de Iterated Func-
tion System, la terminologie anglaise la plus fréquemment utilisée.? Certains auteurs uti-
lisent le terme IF'S pour désigner des familles de fonctions qui ne sont pas nécessairement
des contractions. Cependant, nous ne dérogerons pas a la définition 2.3. Pour faire suite
aux deux exemples de familles de contractions présentés précédemment, mentionnons
qu’ils ne sont pas des IFS. En effet, dans I'exemple 2.1, la famille de contractions ne
vérifie pas la deuxieme condition, tandis que la famille de I’exemple 2.2/ ne rencontre
pas la troisieme condition. Pour faire un retour sur 'exemple 2.1, mentionnons qu’il
s’agit bien d'un IFS. En effet, nous avons que I = {1,2}, qui est un ensemble fini,
donc dénombrable, et le supremum des rapports de contraction est de % Si on pose
zo = 0, alors B := sup,c; d(0, fi(xo)) = max{0, 3} = 2 < o0, et la troisitme condition
est vérifiée.

Nous allons maintenant voir que si S = {f;},.; est un IFS sur I'espace métrique X,
alors n’importe quel xqg € X peut étre choisi pour vérifier la troisieme condition. En
effet, supposons qu'il existe zy € X tel que sup,; d(0, fi(xg)) = K < oo, et choisissons
un z € X arbitraire. En appliquant I'inégalité triangulaire, nous avons que

sup d(0, fi(x)) < supd(0, fi(wo)) + supd(fi(xo), fi(x))

iel i€l i€l
< K +sup¢d(xg, x)
iel
< K +d(xo,x)
< 0.

A présent, introduisons une autre partie de la terminologie qui sera utilisée pour
étudier les IFS. Essentiellement, on utilisera la méme approche et la méme notation
que dans [4]. Tout d’abord, I’ensemble I qui apparait dans la définition 2.3/ se nomme
l’alphabet de I'IFS. Les éléments de I, quant a eux, sont appelés des lettres. Ensuite,

20n retrouve aussi lexpression Iterated Function Scheme dans [11], mais cette terminologie est
moins populaire dans la littérature.
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pour chaque entier naturel n, il est possible d’ordonner n lettres de ’alphabet I, formant
ainsi un mot de longueur n. On utilise le symbole I™ pour représenter I’ensemble des
mots de longueur n dont les lettres proviennent de I’alphabet I. De plus, on définit
le mot vide, noté ), comme étant I'unique mot de longueur 0. Finalement, il serait
important d’étre en mesure de considérer tous les mots de longueur finie qu’on peut
construire a partir de l'alphabet I. Cela peut étre fait en définissant I* de la facon
suivante :

I := UpenI" U {0} .

Dans quelques lignes, nous verrons comment l'introduction de toute cette notation
simplifie I’étude des IFS. Cependant, dans la perspective d’étudier le comportement
limite d’un IF'S, nous devons définir /°°, I’ensemble des mots infinis a droite dont les
lettres appartiennent a ’alphabet I. Ainsi, nous avons que

I* :={w:w=wwows..., olw; € IV je N}

De cette fagon, la longueur d'un mot w, noté |w|, est 'unique élément de I’ensemble
NU{oo} tel que w € I, Etant donné w € I*UI%°, pour tout n € N vérifiant n < |w|, on
définit wl,, comme étant le mot wiwsws . .. wy,, OU Wi, ws, w3, . .., w, sont les n premiéres
lettres, dans l'ordre, du mot w. Voyons maintenant comment cette terminologie peut
nous étre utile pour étudier les IF'S.

En premier lieu, si w = wiwows ... wy € I*, alors {wi,ws,ws, ..., w} € I et on
peut définir la fonction f, : X — X comme suit :

Jo = Jun © fun © fug O"'fw\w\'

Notons que f,, est une contraction de rapport

||

e = [l
Jj=1

oll ¢, est le rapport de contraction de f,,. En effet, ¢, est un produit fini de nombres
dans I'intervalle (0, 1), donc appartient lui-méme a cet ensemble.

Remarque 2.1. Etant donné w € I* U [ °_ on notera toujours par w; la ¢ lettre du
mot w. De méme, c,, désignera toujours le rapport de contraction pour f,,,.

Nous allons maintenant définir la fonction de codage associée a un IFS. Cette fonc-
tion est indispensable pour bien comprendre le comportement des IFS. A la définition
2.5, elle sera utilisée pour définir I’ensemble limite d'un IFS, puis, dans le chapitre 5,
on s’en servira pour construire des mouvements holomorphes.
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Définition 2.4. Soit S = {f;}icr un IFS sur X. La fonction de codage associée a S est
définie par

Tm:1° — X
w = lim f,, (z0),

ouxg € X.

Avant d’étre assurés de l'existence de la fonction de codage associée a un IFS,; il
nous faut démontrer deux choses ; d’abord on doit vérifier que la limite existe bien pour
chaque w € I et chaque zy € X, puis ensuite il nous faut montrer que cette limite est
indépendante du choix de x.

1" étape : lim, .o fo), (z0) existe pour chaque w € I et chaque o € X.

D’apres ce qui a été fait précédemment dans ce chapitre, si nous avons un IFS sur
un espace métrique X, alors pour chaque xy € X, il existe une constante B telle que
sup;c; d(0, fi(zo)) < B. Soient m et n des entiers positifs tels que m > n. En appliquant
I'inégalité triangulaire de fagon répétitive, on obtient que

—_

m—

d(fwln(x0>7 fw\m(io)) < d(fwlk(IO)v fw\kﬂ ($0))

=
Il
3

3
L

IN

Cul (%0, fu, 1 (%0))

B
Il
3

3

< 3 CHa(0.20) + d(0. fory (@0))

n

B
Il
3

<
- 1-C

Comme C = sup;c;¢; < 1, cela montre que d(f,, (o), fu),.(z0)) — 0 lorsque n tend

(d(o, o) + B).

vers I'infini. Par conséquent, (f, (o)), cy est une suite de Cauchy pour chaque zy € X.
Par hypothese, I'espace métrique X est complet. Ainsi, la suite converge dans X et
donc 7(w) existe pour tout w € I et pour tout zy € X.

2° étape : limy, .o fo|, (20) ne dépend pas du choix de .

En effet, soit 1 € X. Nous avons alors que

d(fura(x0), fur(21)) < cup,d(o, 1)
= CyCuy - - - Co, (X0, 1)

< C’”d(xo, ZL’I).
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Puisque C™d(xq,x1) — 0 lorsque n tend vers 'infini, il en découle que

T o (w0) = i fo, (1)

Définition 2.5. Soit S = {fi}ic; un IFS sur X. L’ensemble limite de S, noté J, est
défini par
J = m(I%).

Pour tout ¢ € I et pour tout w € I°°, nous avons que

fir @) = £ lim foy, (x0))

= lim f; o f,.(@0) (car les f; sont continues)
n—o0o

= nh_{ﬁlo fz‘w\n (900)

= 7(iw).

Cette observation nous permet de voir que I'ensemble limite J d’un IFS est tel que
J = Uier fi(J). Un ensemble vérifiant cette propriété est dit auto-similaire.

2.2 L'attracteur d'un IFS

Lorsqu’on étudie les IF'S, un des problemes les plus importants auquel on fait face
consiste a déterminer la nature de I'attracteur d’un systeme de fonctions itérées donné.
Cependant, avant de définir cette notion, il nous faudra rappeler quelques résultats et
surtout démontrer le théoreme 2.2, En premier lieu, si X est un espace métrique, on
note par k(X ) I'ensemble dont les éléments sont les sous-ensembles compacts non-vides
de X. Comme nous allons le voir, il est possible de munir x(X) d’une métrique, de telle
sorte que k(X) équipé de celle-ci soit un espace métrique complet si X est lui-méme un
espace métrique complet.

Définition 2.6. Soit (X, d) un espace métrique et soit A € k(X). Pour chaque z € X,
la distance de x a ’ensemble A, est définie par

d(xz, A) := min d(x,a).

Remarque 2.2. A priori, rien n’indique que pour chaque z fixé, il existe un a € A
tel que d(z,a) < d(z,a) pour tout a € A. Cela découle de la compacité de ’ensemble
A et de la continuité de la fonction d(z,-) vue comme fonction de A dans [0, 00). On
retrouve les détails de cette preuve dans [7]. C’est ce méme argument qui nous permet
de définir la distance entre deux éléments de k(X)) a la définition 2.7.
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Définition 2.7. Soit (X, d) un espace métrique et soient A, B € x(X). La distance de
l’ensemble A a l’ensemble B est définie par

dist(A, B) := max d(a, B).

ac

Malheureusement pour nous, cette fonction, qui est définie sur x(X) x k(X), n’est
pas une métrique pour 'espace k(X). En effet, si on choisit comme espace métrique R
muni de la métrique euclidienne, alors en prenant les compacts A = {0} et B = [1, 2]
dans x(R), on trouve que d(A, B) = 1 et d(B, A)=2, et donc d(A, B) # d(B, A). Afin
de donner a k(X)) une structure d’espace métrique, nous devons le munir de la métrique
présentée a la définition 2.8.

Définition 2.8. Soit (X, d) un espace métrique. On définit la métrique de Hausdorff
sur k(X)) par
dy(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}.

On montre facilement dans [7] que dy est bien une métrique sur x(X). Afin de
donner une interprétation plus géométrique de la métrique de Hausdorff, on définit la
d-enveloppe de A € k(X)) par As :=={z € X : d(xz,A) < §}. On montre dans [11] que la
distance de Hausdorff entre deux compacts A et B correspond a la plus petite valeur
de ¢ telle que 'on ait a la fois B C As et A C Bs.

Il est facile de montrer que si X est un espace métrique, alors (k(X), dy) en est aussi
un. Cependant, on ne sait pas si cet espace métrique est complet. Le résultat suivant,
dont la démonstration demande assez de travail, concerne la complétude de I’espace
(k(X),dy). Comme il s’agit d'un résultat classique, on laissera le soin au lecteur de
consulter [7] et [13] pour en connaitre la démonstration.

Théoreme 2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors (k(X),dy) est aussi un
espace métrique complet.

C’est précisément grace a ce dernier résultat que nous pouvons démontrer le théoreme
suivant, qui mene finalement a la définition de 'attracteur d’un IFS.

Théoreme 2.2. Soit S = {fi}ier un IFS sur X. Alors la fonction
F:r(X) — k(X)
K — U’L'Effi<K)7

appelée fonction d’attraction de S, est une contraction et possede un unique point fize
dans k(X).
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Preuve. Soient K, L € k(X) et soit € > 0. Pour tout y € F(K), il existe i € I et
u € K pour lesquels d(y, fi(u)) < e. Prenons un v € L qui vérifie d(u, L) = d(u,v). On
peut choisir un tel v puisque L est compact. Ainsi, pour chaque y € F(K), nous avons

que
< d(y, fi(uw) +d(fi(u), fi(v))
< e+ Cd(u,v) (ou C est un rapport de contraction pour S)

Donc dist(F(K), F(L)) = maxyepk) d(y, F(L)) < e+ Cdy (K, L). En laissant tendre €
vers 0, on obtient que dist(F(K), F(L)) < Cdg(K, L). De la méme fagon, on montre
que dist(F(L), F(K)) < Cdy (K, L). Ainsi,

max{dist(F(K), F(L)),dist(F(L), F(K))} < Cdy (K, L),

d’ott T'on conclut que dy(F(K),F(L)) < Cdy(K,L). Puisque C est le rapport de
contraction de S, il suit que C' < 1 et donc F est une contraction sur x(X). Par
définition d'un IFS, X est complet et donc d’apres le théoreme 2.1, (k(X),dy) est un
espace métrique complet. Finalement, d’apres le théoreme du point fixe de Banach,
toute contraction sur un espace métrique complet admet un unique point fixe. [ |
Nous pouvons maintenant définir I’attracteur d’'un IFS. D’apres le théoreme 2.2, nous
sommes assurés que ce dernier est bien défini. Par la suite, nous verrons que ’attracteur
et 'ensemble limite d'un IFS sont intimement liés.

Définition 2.9. Soit S un systeme de fonctions itérées. L'unique point fixe de sa fonc-
tion d’attraction s’appelle l’attracteur de S.

Corollaire 2.1. Soit S = {fi}ier un IFS. Alors Uattracteur de S correspond a la
fermeture de son ensemble limite.

Preuve. D’aprés la définition 2.9, il suffit de montrer que F(J) = J, olt F est la
fonction d’attraction de S, et J son ensemble limite. A la page 9, nous avons vu que J
était auto-similaire, i.e. J = U;es f;(J). Ainsi,

J =Uierfi(J) CUier f;(J) = F(J).

D’autre part, nous avons aussi que

F(J) = Uer fi(J) € Uier fi(J) C User fi(J) = J.

On a donc bien que F(J) = J. [
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Bien que nous sachions que chaque systeme de fonctions itérées possede un attrac-
teur, il serait intéressant de pouvoir le déterminer. En fait, si on regarde attentivement
la preuve du théoreme du point fixe de Banach (voir [6]), on s’apercoit qu’elle nous
donne le chemin a suivre pour obtenir le point fixe tant désiré. Etant donnés un espace
métrique complet X et une contraction f sur X, alors 'unique point fixe de f, disons
a’, peut étre obtenu en prenant la limite des itérés de f évalués en n’importe quel point
de X. En termes plus mathématiques, cela signifie que

' = lim f"(zo)

n—oo

pour tout xg € X. On peut ainsi appliquer cette méthode pour déterminer I'attracteur
d’un IFS. En effet, soit S = {f;}ier un IFS sur X. Si F' désigne la fonction d’attraction
de S, en remarquant que

Uier fi (Ujer fi(K)) = Userz fu(K),
on montre par induction que F™"(K) = Uyerm fo(K) et donc
A= lim Upere fu(K)
est l'attracteur de S pour tout K € x(X). Voici comment on peut obtenir 'attracteur

de I'TFS présenté a I'exemple [2.1.

Pour déterminer 'attracteur de cet IFS, il nous faut d’abord choisir un compact
K € k(C) et calculer les itérés de F', la fonction d’attraction de S. Prenons K =D, le
disque unité fermé. Ainsi,

F(K) = D(0,1),
FIK) = D(0,))ub(2,1),
F*(K) = D(0,}))uD (3, uD(21)uD (1)

En poursuivant ce processus, on obtient le schéma d’itération présenté a la figure 2.1.

Il est facile de voir que I’ensemble limite de I'IF'S est ’ensemble de Cantor C' construit
a partir de l'intervalle [0, 1]. A la premitre étape de la construction, on enléve I'intervalle
(%, %) Puis, aux étapes suivantes, on enléve I’ensemble ouvert formant le tiers central
de chacune des composantes connexes de ’ensemble obtenu a 1’étape précédente de la
construction. Il est alors clair que C' = fi(C) U fo(C). 1 est aussi possible de mon-
trer que 'ensemble de Cantor est 'ensemble des nombres dans 'intervalle [0, 1] dont la
représentation en base 3 ne comporte jamais le chiffre 2. Ainsi, on peut en déduire que

la cardinalité de I’ensemble de Cantor est 28, Cet ensemble est donc non-dénombrable.
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FO(K)

F1G. 2.1 — Schéma d’itération de I'IFS

2.3 Familles holomorphes d'IFS

Jusqu’a présent, tous les résultats que nous avons démontrés étaient valables pour
des IFS définis sur un espace métrique complet quelconque. Nous allons maintenant
nous restreindre au cas particulier ou les IF'S sont définis sur (C, | |), le plan complexe
muni de la métrique euclidienne. Pour l'instant cette particularisation peut sembler
superflue, mais nous utiliserons plus loin des théoremes d’analyse complexe qui sont
valables seulement dans ce cas singulier, et donc nous devons quitter le cas, somme toute
assez général, des espaces métriques complets. Ainsi, lorsqu’on utilisera 'abbréviation
IF'S, cela voudra dire qu’on considere un systeme de fonctions itérées sur C. Si on
reprend la définition 2.3], dire que S = {f;};es est un IFS sur C revient a exiger les trois
conditions suivantes :

L. |fi(z) = fi(w)] < ¢;|z — w]| pour tout i € I, z,w € Cet ou ¢ € (0,1);
2. C:=supcrc <1;

3. B :=sup;c; |fi(20)| < oo pour un certain z, € C.

Comme le titre de cette section I'indique, nous souhaitons définir ce qu’on entend par
famille holomorphe d’IFS, objet d’étude principal de ce mémoire. Pour y arriver, nous
devrons paramétriser les contractions d’un IFS. Ainsi, pour un A\ fixé, Sy, = {fi, tier-
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On notera par ¢;(A\g) le rapport de contraction pour f;,,. On fait alors la définition
suivante.

Définition 2.10. Soit A C C un ouvert simplement connexe. On dira que la famille

Sx = {5\ : A € A} est une famille holomorphe d’IFS d’alphabet I si
1. Sy est un IFS d’alphabet I pour tout A € A;

2. Les fonctions

Ti,zo:A — C
A fi,)\(ZO)

sont holomorphes pour tout ¢ € I, z, € C.

3. Si |I] = oo, alors pour chaque Ay € A, il existe un voisinage Ag C A de Ag tel que

C(No) := sup sup |¢;(N)| < 1
XeAq i€l
et

B(Xg) := sup sup | fir(20)| < oo pour un certain z, € C.
AEAg i€l

Voici maintenant un court exemple de fagon a illustrer cette longue définition.

Exemple 2.4. Prenons A = D et I = {1,2}. Pour A € D, on définit f;(z) = 22 et

far(z) = % + 5. Pour chaque valeur de A € D, f; 5 et f5 )\ sont des contractions. Par

conséquent,
Sa={{% % +5}:2eD}
est une famille d’IFS. En fait, il s’agit d’une famille holomorphe d’'TF'S | car les fonctions

A
et Yo (\) = ? 45

sont holomorphes sur le disque unité ouvert pour toute valeur de z, € C.

Az
T1:0(A) = 70

2.4 Conditions de chevauchement

En étudiant les IF'S, on s’est vite rendu compte qu’il y a une situation ou certains
résultats étaient plus faciles a démontrer. La condition que doit vérifier le systeme de
fonctions itérées concerne le chevauchement potentiel des images des contractions. Voici
plus précisément ce qu’on entend par cette condition.
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Définition 2.11. Soit S = {fi}ie; un IFS. On dira que S satisfait la condition OSC
s’il existe un ouvert non-vide U C C tel que

1. fi(U) C U pour tout i € I;

2. fi(U)N f;(U) = @ pour tout i,5 € I, i # j.

On dira aussi qu'un tel U réalise la condition OSC pour S.

Cette condition fut introduite en 1946 par P. A. P. Moran afin d’étudier la dimen-
sion de Hausdorff d'un attracteur. Par la suite, plusieurs conditions du méme genre
ont été considérées, toujours dans la perspective de démontrer certaines propriétés de
I’attracteur d’'un systeme de fonctions itérées. Voici ces conditions, que nous utiliserons
ultérieurement.

Définition 2.12. Soit S = {f;}ic; un IFS. On dira que S satisfait la condition COSC
s’il existe un ouvert non-vide U C C tel que

1. U réalise la condition OSC pour S';
2. fi(U)N f;(U) = O pour tout i,j € I, i # j.

Définition 2.13. Soit S un IFS. On dira que S satisfait la condition SOSC' §’il existe
un ouvert U réalisant la condition OSC et qui contient des points limites de S, i.e.

UnJ+o.

Les noms de ces trois conditions sont inspirés de la terminologie anglaise. Les condi-
tions OSC, COSC et SOSC sont respectivement les acronymes de Open Set Condition,
Closed Open Set Condition et Strong Open Set Condition. Bien évidemment, il existe
des liens entre ces différentes conditions. Clairement, nous avons que

COSC = 0OSC et SOSC = OSC.

Il est méme possible de montrer que les conditions OSC et SOSC sont équivalentes dans
le cas d'un IFS de type fini (voir[27]). Il est alors naturel de se demander si nous avons
I'implication OSC = SOSC pour les IFS infinis. Tout récemment, en 2005, T. Szarek
et S. Wedrychowicz ont levé le voile sur cette question en démontrant que la condition
OSC n’entraine pas la condition SOSC pour le cas infini (voir [33]).

Nous allons a nouveau considérer 'exemple 2.1. On peut se poser la question sui-
vante : Est-ce que S satisfait les conditions OSC, COSC et SOSC? La réponse est
affirmative. Par exemple, si on choisit 'ouvert U = D, alors U réalise SOSC. En fait,
on vérifie facilement que U vérifie OSC, et on remarque par exemple que 0 € J N U.
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Cependant, cet ouvert ne réalise pas COSC puisqu’on a alors f1(U)N fo(U) = {3} #0
et U = D. Néanmoins, si on choisi plutot U = {z € C : 2| < 1} comme ouvert, on peut
vérifier sans peine que ce dernier réalise les conditions OSC, COSC et SOSC.

2.5 La dimension de Hausdorff

En pratique, il est passablement difficile de vérifier si un systeme de fonctions itérées
vérifie la condition OSC. Cependant, dans la situation ou le systeme est un ensemble
fini de similitudes, nous avons une condition nécessaire pour que la condition OSC soit
vérifiée. Néanmoins, avant d’énoncer ce critere, nous devons introduire le concept de
dimension de Hausdorff. C’est a Moran que revient 'idée de calculer la dimension de
Hausdorff de l'attracteur d'un IFS (voir [25]). Par contre, on reprendra la présentation
plus contemporaine de cette théorie présentée dans [11].

Définition 2.14. Soit U un ouvert non-vide du plan complexe. Le diameétre de U est
défini par
diam(U) = sup{|z —w| : z,w € U}.

Définition 2.15. Soit F un sous-ensemble du plan complexe et soit 0 > 0. Une famille
d’ouverts {U; }ien, ou U; C C pour tout i € N, est un d-recouvrement de E si

2. 0 < diam(U;) < § pour tout i € N.

Avec ces deux définitions, nous sommes maintenant préts a introduire une mesure
qui est définie pour tous les sous-ensembles du plan complexe. L’idée d’utiliser des recou-
vrements pour construire une mesure remonte a 1914, et on la doit a C. Carathéodory.
Cependant, la mesure que nous allons définir ici provient des travaux de F. Hausdorff
et a été introduite en 1919.

Définition 2.16. Soient £ C C, 6 > 0 et s > 0. On définit H3(E) par

Hj(F) := inf {Z (diam(U;))” : {U; }ien est un o-recouvrement de E} .
i=1
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Remarquons qu’en diminuant la valeur de 4, il y a de moins en moins de é-recou-
vrement admissibles, de telle sorte que H5(FE) augmente. Cette observation motive la
prochaine définition.

Définition 2.17. Soient £ C C et s > 0. La s-mesure de Hausdorff de 'ensemble F
est définie par
H*(E) := lim Hj(E).

6—0+

On peut vérifier qu'il s’agit d’une mesure extérieure. Ainsi, H*(F) prend ses valeurs
dans Rt U {oo}. Clest a partir des s-mesures qu’on définit la dimension de Hausdorff
d’un ensemble. On peut montrer (voir [11]) que pour un ensemble £ C C donné, il
existe un unique s* € R* U {oc} tel que

HS(E):{ 00 sis < s*, (2.2)

0 sl s > s*.

Définition 2.18. Soit £ C C. L'unique valeur de s* satisfaisant 1’équation 2.2/ s’appelle
la dimension de Hausdorff de E, et on la note dimyg E. On peut aussi écrire

dimy F =inf{s > 0: H*(E) = 0}.

Nous n’aurons pas besoin de résultats avancés sur la dimension de Hausdorff. Le
lecteur intéressé a en savoir davantage peut consulter 'ouvrage de Falconer (voir [11])
et 'article de Hutchinson (voir [16]). Cependant, nous allons avoir besoin du fait que
la dimension de Hausdorff d'un singleton est zéro.

Soit E = {2}, ot 29 € C. Posons U = B (zg, ). Alors {U} est un d-recouvrement
de E pour tout § > 0. Ainsi, H5(F) = (diam(U))® = §°. De cela nous pouvons conclure
que

HY(E) = 0 si s >0,
)1 sis=0.

Nous avons donc, par définition de la dimension de Hausdorff, que dimyg £ = 0.
Voici maintenant un résultat qui fait un lien entre la condition OSC et la dimension

de Hausdorff de I'attracteur d’'un IFS. Notons cependant que ce résultat n’est valide
que pour des IF'S comportant un nombre fini de similitudes.
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Théoreme 2.3. Soit S = {f; :i=1,2,...,n} un IFS qui satisfait la condition OSC
et pour lequel les f; sont des similitudes. Soit ¢; le rapport de contraction de f;. Si A
désigne attracteur de S et s sa dimension de Hausdorff, alors s satisfait

Z jcf” = 1. (2.3)
i=1

De plus, 0 < H*(A) < 0.

On peut se référer a [11] pour connaitre la démonstration de ce théoreme. Pour un
IFS formé uniquement de similitudes, la valeur de s satisfaisant 1’équation 2.3 s’appelle
la dimension de similarité. Le théoreme nous affirme donc que la dimension de simila-
rité et la dimension de Hausdorftf de I'attracteur d’un IFS formé d’un nombre fini de
similitudes ont la méme valeur dans le cas ou le systeme satisfait la condition OSC. Il
existe une autre dimension, la dimension de boz-counting, qui peut étre définie pour ce
type d’TFS. Une fois de plus, on peut montrer que dans ce cas précis elle correspond a
la valeur de s dans I'équation 2.3/ (voir [11]).

Revenons une derniere fois sur 'exemple 2.1, cette fois-ci pour déterminer la di-
mension de Hausdorff de 'attracteur de S. En effet, puisque S est un IFS formé d'un
nombre fini de contractions qui sont des similitudes et qu’il satisfait la condition OSC,
le théoreme 2.3 nous permet de déterminer la dimension de Hausdorff de son attrac-
teur, c’est-a-dire de ’ensemble de Cantor. En effet, selon ce théoreme, la dimension de
Hausdorff de ’ensemble de Cantor est la valeur de s satisfaisant I’équation

1\° N 1\° _1
3 3)
Cette derniere se résout facilement, et on trouve que

log 2




CHAPITRE 3

La quasiconformité

3.1 Introduction a la quasiconformité

Les transformations quasi-conformes, d’abord définies sur le plan complexe et en-
suite sur des surfaces de Riemann quelconques, sont le résultat d'une généralisation
des transformations conformes. Heureusement, il ne s’agit pas la de définir un ob-
jet mathématique dans I'unique but de généraliser un concept déja établi. Nous ver-
rons dans ce chapitre trois définitions de la quasiconformité, selon 'ordre chronolo-
gique. Disons seulement pour l'instant qu’une transformation quasi-conforme est un
homéomorphisme défini sur un domaine du plan complexe qui ne « déforme » pas trop
ce domaine. Par exemple, 'image d'un cercle infinitésimal apres lui avoir appliqué une
transformation quasi-conforme est une ellipse infinitésimale. Nous serons par la suite
amenés a mesurer cette déformation, en introduisant un coefficient de dilatation. C’est
alors qu’on verra qu’une transformation conforme est un cas particulier des transfor-
mations quasi-conformes. L’objectif de ce chapitre est simplement de donner une bonne
idée au lecteur de la notion de quasiconformité. Pour cette raison, certains résultats
en fin de chapitre seront simplement énoncés. Le lecteur désireux de ne rien laisser au
hasard pourra donc se référer aux ouvrages [2], [21] et [20] pour complémenter cette
section. Voici maintenant quelques raisons qui peuvent nous motiver a faire I’étude des
transformations quasi-conformes.
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1. Certains théoremes concernant les transformations conformes peuvent étre dé-
montrés seulement sous les hypotheses de la quasiconformité. Il devient donc
intéressant de savoir dans quels cas ces résultats sont valides, en faisant seule-
ment 'hypothese que les transformations considérées sont quasi-conformes.

2. Etant moins rigides que les transformations conformes, les transformations quasi-
conformes peuvent étre utilisées comme outils dans des contextes plus variés.

3. Des méthodes utilisant la théorie des transformations quasi-conformes sont uti-
lisées pour établir des résultats importants dans la résolution de certaines équa-
tions aux dérivées partielles de type elliptique (voir [22]).

Il y a d’autres bonnes raisons d’étudier la quasiconformité (voir [2] et [19]). En ce qui
nous concerne, les transformations quasi-conformes interviendront lorsque nous ferons
I’étude des mouvements holomorphes.

On reconnait généralement que la notion de quasiconformité fut introduite par Her-
bert Grotzsch en 1928. Néanmoins, le sens que ce dernier donnait a la quasiconformité
était un peu moins général que celui que nous y donnons aujourd’hui. Pendant les
premieres années qui suivirent la publication des travaux de Grotzsch sur la quasicon-
formité, le sujet était considéré comme étant une simple curiosité. Cependant, vers 1935
Lavrentiev s’en servit pour étudier des équations aux dérivées partielles. Deux ans plus
tard, en 1937, Teichmiiller parvint a démontrer des résultats importants en utilisant les
transformations quasi-conformes. A partir de cet instant, la quasiconformité fut ’objet
d’intenses recherches. C’est durant les années cinquante que ’étude des transformations
quasi-conformes était a son apogée; plusieurs résultats importants sur la quasiconfor-
mité ont alors été démontrés. Dans les années soixante, Lars V. Ahlfors publia une
monographie sur le sujet (voir [2]), tout comme Lehto et Virtanen (voir [21]). A par-
tir de ce moment, la théorie des transformations quasi-conformes possédait de solides
assises et il était de plus en plus fréquent qu’on en fasse mention dans des articles.

3.2 La conformité

Avant de définir la quasiconformité, il serait convenable de rappeler au lecteur
quelques faits importants sur les transformations conformes. En général, on dit que
w = f(z) est une transformation conforme en z si f préserve ’angle entre deux courbes
passant par zg, ainsi que l'orientation. On peut montrer sans trop de peine (voir [15])
que si U est un ouvert de C, alors f : U — C est une transformation conforme sur U si et
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seulement si f est holomorphe et f'(29) # 0 pour tout zg € U. A partir de cette consta-
tation, nous allons illustrer une propriété géométrique importante des transformations
conformes, propriété qui n’est pas vérifiée lorsqu’on est en présence d’une transforma-
tion quasi-conforme. Pour effectuer cela, nous devons d’abord introduire la notation et
quelques définitions.

Définition 3.1. On dit que f : D — C est un difféomorphisme si f est un homéomor-
phisme possédant des dérivées partielles continues et un jacobien non-nul.

Soit w = f(z) un difféomorphisme défini sur un domaine D. Si z = x + iy est un
systéme de coordonnées sur D et que w = u + v en est un sur f(D), alors on peut
écrire

flx+iy) = u(z, y) +iv(z,y),
oll u et v sont des fonctions dérivables de R? dans R. On peut donc trouver une ap-
proximation linéaire locale de f en un point zg € D avec la différentielle

df = fadx+ f,dy
= Ugdx + uydy + 1v,dx + 1v,dy.

Nous allons maintenant introduire les dérivées partielles formelles de f. Ces dernieres
n’ont pas d’interprétation en termes de limites, mais facilitent grandement les calculs.
En considérant le fait que

r=n) =T a yosm =T F

il devient possible de représenter f selon les variables z et Z, de telle sorte qu’en

définissant f, et f> par

fz:%<fa:_ify) et fE:%(fx‘i‘ify)a

nous avons que

df = f.dz + fodz.

Considérons la situation ou f est une transformation conforme en zy € D. Cela
entraine donc que f est holomorphe et que f/(z5) # 0. Un résultat classique de I'analyse
complexe nous dit qu'une fonction f est holomorphe si et seulement si les équations
de Cauchy-Riemann sont vérifiées. Si f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y), ces équations
s’expriment de la fagon suivante :

Uy = Uy,

(3.1)

Vg = —Uy.
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Par ailleurs, par définition de f5, un calcul direct montre que les équations 3.1/ sont
satisfaites si et seulement si

fE:O-

Ainsi, si f est une transformation conforme en zq, alors
df (z0) = f:(20)dz.
Examinons maintenant de quelle facon df transforme les cercles. Soit
C={z+re”:0el0,2n]},
un cercle de rayon r centré en zy. Nous avons ainsi que df (2) = f.(z0)dz, d’ou
df (C) = { f.(z0)re” : 0 € [0,27]} d=.

Comme f,(z) # 0, df(C) est un cercle de rayon |f,(zo)|r. On peut donc dire qu'une
transformation conforme envoie un cercle infinitésimal sur un cercle infinitésimal.

3.3 Quasiconformité réguliere

Nous allons présenter dans cette section la quasiconformité telle que considérée par
Grotzsch en 1928. Comme nous ’avons mentionné en guise d’introduction, les transfor-
mations quasi-conformes envoient un cercle infinitésimal vers une ellipse infinitésimale.
Pour faire suite a la section précédente, reconsidérons 1’équation

df (z0) = f.(20)dz + f=(20)dz.

Nous avons vu que dans le cas ou f est une transformation conforme en zy, fz(zy) = 0.
Cela nous avait permis de constater que f envoie un un cercle infinitésimal sur un cercle
infinitésimal. Dans la situation ou f est un difféomorphisme général, puisque rien n’in-
dique que fz(zp) = 0, il y a un minimum de travail a faire pour avoir une idée de la
fagon avec laquelle f transforme les cercles infinitésimaux. Par contre, si fz(z) # 0 et
que f.(zo) = 0, la situation ressemble beaucoup au cas ou fz(2p) = 0. En effet, f envoie
alors un cercle infinitésimal vers un cercle infinitésimal, a la différence que cette fois-ci
I'orientation n’est pas préservée.

Remarque 3.1. A partir de maintenant, on s’intéressera seulement aux difféomor-
phismes préservant 'orientation. Cela est équivalent a affirmer que le jacobien des
transformations étudiées sera strictement positif.
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Exemple 3.1. Soit f(z) = 22% +Z. On peut aussi écrire f de la fagon suivante :
flx +iy) = 22° + o — 2y* + i(day — y).

En posant u(z,y) = 22 + x — 2y? et v(z,y) = 4zy — y, nous pouvons déterminer Jy,
le jacobien de cette transformation.

dr+1 4y

= 162% + 16y° — 1.
4y  4x—1 vy

Ainsi, nous avons que

<0 silz| <1/4
Je(z) ¢ =0 silz| =1/4;
>0 silz]>1/4.

Choisissons un zy € C et examinons le comportement de f dans un voisinage de z.
En fait, pour faire suite a la section 3.2 nous nous intéressons a la fagon avec laquelle df
transforme un cercle infinitésimal. Prenons zy = 1+4. Nous avons que J;(1+i) = 31 > 0,
donc f est localement un difféomorphisme en zy = 1 4 7. Avec les formules respectives
pour f, et fz, on trouve que

df (z0) = f.(20)dz + fz(20)dZ = 4z0dz + dZ = 4(1 + i)dz + d=.

En exprimant df(zp) en termes de = et y, on trouve que le cercle unité est envoyé sur
le lieu géométrique représenté a la figure 3.1. On peut montrer qu’il s’agit d’une ellipse
d’équation 2522 +41y? = 162y+961. En utilisant la dérivée directionnelle, il est possible
de montrer que df(zy) envoie toujours un cercle infinitésimal sur une ellipse (voir [19]).
Celle-ci est souvent appelée [’ellipse de déformation de f en z.

Nous voulons maintenant introduire une fonction permettant de déterminer I'impor-
tance avec laquelle df déforme un cercle infinitésimal. Pour ce faire, il est raisonnable de
caractériser cette quantité en prenant ’excentricité de 'ellipse de déformation. Celle-ci
correspond au rapport du grand axe de l'ellipse de déformation sur son petit axe. En
effet, lorsque df déformera beaucoup un cercle infinitésimal, alors ce rapport sera grand,
tandis que si df le déforme peu, il sera légerement supérieur a 1. A partir de I’équation

df (20) = f(20)dz + fz(20)dz,

une application de I'inégalité triangulaire nous donne le droit d’écrire que

|12 (20)lldz] = | f=(z0)[|dz] < [df (20)] < |f2(20)l|dz] + [ fz(20)[|d2]-
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Fi1a. 3.1 — Image du cercle unité par df(1 + i)

Définition 3.2. Soit f : D — C un difféomorphisme et soit zy € D. Le quotient de
dilatation de f en zy est défini par

_ [f2(20)[ £ [ f2(20)]
| f=(20) — | f(20)|

Dy ()

Regardons de plus pres cette définition ainsi que ses conséquences immédiates.
D’abord, comme on se limite a considérer des difféomorphismes préservant 1'orienta-
tion, nous avons que Jr(zp) > 0. Ensuite, en faisant appel aux définitions de f,(zo) et
f=(20), on montre facilement que

J(z0) = | f2(20) 1> = | f=(20)]*.
Nous avons donc que
Ji(20) >0 <= |f.(20)” — | fz(20)|* > O,
< (|f2(20)] + | fz(20)]) (|f2(20)| = [fz(20)]) > 0,
= |fa(20)| = [fz(20)] > 0.

Ainsi, le quotient de dilatation est toujours positif. Par ailleurs, d’apres les équations
de Cauchy-Riemann, on sait que f est une transformation conforme en z; si et seulement
si fz(z0) = 0. Donc en un point de conformité, le quotient de dilatation vaut toujours
1.

Définition 3.3. Soit f : D — C un difféomorphisme et soit K > 1. On dira que f est
une transformation K -quasi-conforme réquliere sur D si

Di(z) < K

pour tout z € D.
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De facon générale, si le quotient de dilatation d’'un difféomorphisme f est borné
sur un domaine D, on dira simplement que f est une transformation quasi-conforme
réguliere sur D. Il devient maintenant clair que la classe des transformations conformes
est une sous-classe des transformations quasi-conformes régulieres. En fait, les transfor-
mations conformes sont précisément les transformations 1-quasi-conformes régulieres.
Par ailleurs, on peut démontrer quelques propriétés élémentaires des transformations

quasi-conformes régulieres.

Propriétés des transformations quasi-conformes régulieres
1. Si f: D — f(D) est K-quasi-conforme réguliere, alors f~' : f(D) — D Test
aussi.
2.8 f1: D — f(D)et fo: fi(D) — (fao f1)(D) sont respectivement K;-quasi-
conforme réguliere et Ky-quasi-conforme réguliere, alors (faofy) : D — (fa0f1)(D)
est K71 Ks-quasi-conforme réguliere.

Une conséquence importante de la deuxieme propriété est que si on compose une
transformation K-quasi-conforme réguliere avec une transformation conforme, on ob-
tient une transformation qui est encore K-quasi-conforme réguliere. Cette propriété
d’invariance jouera un role crucial par la suite.

Retournons maintenant a 1’exemple 3.1. Nous avons que

fz(l_‘_i) = %(fﬂfﬂ?l)_ify(l?l))
= %(ux(l,l)—i—ivz(l,l) —tuy(1,1) + v, (1,1)
= 4+ 4.

Par un calcul similaire, on obtient que fz(1 4 ¢) = 1. Ainsi,

LA+ LA+ 4v2 41
\LA4+9) = f0+19)] 4v2-1

Dy(1+1) ~1.429 .

Si on avait plutot considéré la fonction g(z) = 222 + 2z, nous aurions obtenu que
D,(1+41) ~ 2.094 . Le fait qu’on obtienne ici une valeur supérieure & D¢(141) n’est pas
surprenant. En effet, le fait d’augmenter le coefficient de z rend notre transformation
« de moins en moins conforme ».
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3.4 La définition géométrique

La définition géométrique est plus générale que celle considérée par Grotzsch. Elle
est indissociable du concept de quadrilatere, dont voici la définition.

Définition 3.4. Un quadrilatére Q(z1, 29, 23, 24) est un domaine de Jordan Q C C que
I’'on a muni d’une suite de quatre points appartenant a 9Q, qu’on appelle les sommets
du quadrilatere.

Soient QQ1(21, 22, 23, 24) et Qa(wq, Wy, w3, w,) deux quadrilatéres dans C. On dira que
ces deux quadrilateres sont conformément équivalents s’il existe une transformation
conforme h telle que

L 2(@Q1) = Qs;

2. h(z;) = w; pour chaque i € {1,2,3,4}.

C’est donc dire que h envoie Q sur @, et fait correspondre les sommets des quadri-
lateres. Nous allons maintenant ramener 1’étude des quadrilateres a celle des rectangles,
au sens habituel du terme. En premier lieu, rappelons une conséquence importante
du théoreme de correspondance de Riemann. En effet, si on considere un quadrilatere
Q(z1, 29, 23, 24), il est toujours possible de déterminer une transformation conforme h
qui envoie () sur le disque unité ouvert. De plus, si on spécifie la valeur que prendra
h sur trois points appartenant a dQ, la fonction h sera uniquement déterminée. On
ne peut donc pas forcer la fonction h a prendre des valeurs particulieres sur quatre
points de 0Q). Ainsi, il y a des situations ou on ne peut pas trouver une transformation
conforme entre deux quadrilateres qui fait correspondre les quatre sommets. En effet,
on peut seulement choisir I'image de trois points de la frontiere du quadrilatere que
nous voulons envoyer sur la frontiere de 'autre quadrilatere, le quatrieme point étant
automatiquement déterminé.

La théorie des fonctions elliptiques nous donne, entre autre, les outils nécessaires
pour construire une transformation conforme qui envoie un quadrilatere donné vers
un rectangle. A ce sujet, on peut consulter [1] et [21]. Si R(wy,ws,ws, wy) est un rec-
tangle obtenu comme étant I'image d’un quadrilatére Q(z1, 22, 23, 2z4) par une transfor-
mation conforme, on dira que R(w;,ws,ws, wy) est un rectangle canonique associé a
Q(z1, 29, 23, 24). 1l est clair que si Ry(wy, we, w3, wy) et Ro(tq,ts,ts,t4) sont deux rec-
tangles canoniques associés a un meéme quadrilatere, alors il existe une transformation
conforme f entre Ry(wy, ws, ws, wy) et Ro(t1,ts,t3,14). De plus, f est nécessairement de
la forme

f(z) =az+ 0, aecC\{0},peC. (3.2)
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La preuve de cette affirmation se fait en utilisant le principe de symétrie de Schwarz.
Géométriquement, une transformation de cette forme peut étre interprétée comme étant
une rotation suivie d’'une homothétie, puis d’'une translation. Ainsi, si h envoie le quadri-
latere Q(z1, 29, 23, 24) sur le rectangle R(wy,wsq, w3, wy), il est possible de construire une
fonction f de la forme 3.2 telle que la fonction f o h soit une transformation conforme
envoyant ((z1, 22, 23, 24) sur un rectangle de la forme R'(0,a,a + bi, bi), on a,b € R.

Définition 3.5. Soient (21, 22, 23, 24) un quadrilatere et R(0, a, a+ bi, bi) un rectangle
canonique associé a Q(z1, 22, 23, 24). Le module de Q(z1, 22, 23, z4) est défini par

a
M(Q(’Zla 2924 %3, Z4)) = 6

Remarque 3.2. Bien qu’il existe plusieurs rectangles canoniques associés a un quadri-
latere donné, nous venons de voir que ces rectangles sont équivalents a une rotation,
une homothétie et une translation pres. Comme ces transformations ne modifient pas
le rapport des cotés d’un rectangle, la notion de module d’un rectangle est bien définie.

Remarque 3.3. Si Q(z1, 29, 23, 24) est un quadrilatere, alors en faisant un réarrangement
des sommets, on obtient les identités suivantes :

1 1
M(Q(Zl,ZQ,Zg,Zzl)):M(Q(Z3,Z4,Zl,22)): M(Q(Z4 21, 22 ZS)) = M(Q(ZQ 23, 24 Zl))

Définition 3.6. Soient D un domaine de Jordan et f : D — C un homéomorphisme

préservant l'orientation. La dilatation mazimale de f sur D est définie par

o M(f(Q(z1, 22, 23, 24)))
Kf(D)_GCI; M(Q(z1, 22, 23, 21))

Définition 3.7. Un homéomorphisme f sur D qui préserve l'orientation est dit quasi-
conforme si K;(D) < oco. De plus, si K¢(D) < K, on dira que f est K-quasi-conforme
sur D.

C’est précisément cette définition qu’on appelle la définition géométrique de la quasi-
conformité. Elle fut introduite au début des années cinquante. Mentionnons que les pro-
priétés vérifiées par les transformations quasi-conformes régulieres qui sont présentées
a la page 25 sont aussi valides pour les transformations quasi-conformes. Voici main-
tenant un théoreme caractérisant la convergence d’une suite de transformations quasi-
conformes.

Théoréeme 3.1. Soit (f,) une suite de transformations K -quasi-conformes sur D. Si
(fn) converge localement uniformément vers la fonction f dans D, alors f est une
transformation K -quasi-conforme sur D, ou bien constante sur D.
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On retrouve une démonstration de ce théoreme dans [21]. Celle-ci fait appel au
théoreme de Radd qui concerne la convergence d’une suite de domaines de Jordan
au sens de Fréchet. Le théoreme 3.1 est important pour développer la théorie de la
quasiconformité. Pour faire un parallele, mentionnons que I'équivalent de ce théoreme
n’est pas vrai dans le contexte des transformations quasi-conformes régulieres. En effet,
il est possible de construire une suite de fonctions K-quasi-conformes régulieres sur un
domaine D qui converge uniformément vers f sur tous les sous-ensembles compacts
de D, mais ou f n’est pas K-quasi-conforme réguliere. C’est sans doute pour cette
raison qu’on a cherché a caractériser la quasiconformité d’une autre fagon. Montrons
maintenant qu'une transformation K-quasi-conforme réguliere est une transformation
K-quasi-conforme au sens de la définition 3.7.

Théoreme 3.2. Soit f : D — C une transformation K -quasi-conforme réguliére. Alors
f est K-quasi-conforme.

Preuve. En partant de 'hypothese que sup,.p Ds(2) < K, il nous faut ici montrer
que pour un quadrilatere arbitraire @Q(zy, 22, 23, 24) vérifiant Q C D, I'inégalité

Ky(D) < K

est vérifiée. Soient Q(21, 29, 23, z4) un quadrilatere vérifiant Q C D, et Q' (w1, wa, w3, wy)
I'image de Q(z1, 22, 23, 24) par f. On peut trouver une transformation conforme ¢ qui
envoie Q(z1, 22, 23, 24) sur le rectangle R(0, M, M +1i,1), ou M correspond au module de
Q(z1, 29, 23, 24). De méme, on peut trouver une transformation conforme ¢ qui envoie
Q' (wq, we, w3, wy) sur le rectangle R'(0, M', M' +i,i), ou M’ correspond au module de
Q' (wy, we, w3, wy). La figure [3.4/illustre bien ces diverses correspondances. Nous sommes
maintenant amenés a montrer que

M' < KM. (3.3)

Posons w = ¢ o fo ¢! : R — R'. Puisque f est une transformation K-quasi-
conforme réguliere et que la composition par des transformations conformes ne modifie
pas le quotient de dilatation, il suit que w est une transformation K-quasi-conforme
réguliere sur R. Donc pour tout z € R, nous avons que

. (2)] + fs(2)]
0, ()] — Jan(z)] =

Avec cette inégalité, on trouve que

Ju(z) = |w2|2_|w5|2
(Jwz| = Jwz|)(Jw.| + |w=])
e (Jw| + |wz])?

7 (lwa(2)])%.

AV VARSI
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z1 z2 w2
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w1
24 3
w3
w4
]
P
i M+ bofop! i M +i
R ) R (
]
0 M 0 M/

Fia. 3.2 — Correspondance entre quadrilateres et rectangles canoniques

Nous avons choisi le rectangle R'(0, M', M’ + i,1) de telle sorte que son aire soit égale
a son module. Ainsi, en appliquant le théoreme de Fubini, on obtient que

1 M
1
M = // Jo(x +iy)dedy > — | dy lw, (z + iy)|*d. (3.4)
R K/ 0

Puis, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient I’estimé

2

/0 \w, (z + iy) [Pdx > % (/ |wg (z + iy)|da:> ) (3.5)

Par ailleurs, la quantité
M
/ \wy(z + 1y)|dx
0

représente la longueur d’une courbe dans R’ qui relie les deux coOtés verticaux de
R'(0, M’, M'+1i,1), qui sont de longueur 1. Par conséquent, la longueur de cette courbe
est au moins aussi grande que la longueur des autres cotés de R'(0, M’, M’ +i,i). Or,
par contruction, cette longueur correspond au module de R’. Ainsi, nous avons que

M
/ \w, (z + iy)|dx > M. (3.6)
0
D’apres les équations 3.0, 3.5/ et [3.4, il suit que
M/2
M > .
- KM

Finalement, cette inégalité est équivalente a 3.3, ce qui termine la démonstration. W
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3.5 La définition analytique

En pratique, il est difficile de vérifier, directement a partir de la définition 3.7, si une
transformation est quasi-conforme. Pour cette raison, durant les années cinquantes, plu-
sieurs mathématiciens tenterent de caractériser la quasiconformité a I’aide de propriétés
analytiques. Nous proposons dans cette section de présenter les différents concepts qui
ont mené a la définition analytique de la quasi-conformité en 1959.

Pour faire suite au théoreme 3.2) mentionnons que si une transformation K-quasi-
conforme au sens de la définition 3.7 est dérivable en 2y, alors Dy(z) < K. Ce résultat
se démontre en utilisant I'inégalité de Rengel, qui permet d’obtenir une borne supérieure
et une borne inférieure pour le module d’un quadrilatere en fonction de I'aire de celui-
ci. On peut en trouver une démonstration dans [21]. Cependant, rien n’indique qu’'une
transformation quasi-conforme se doit d’étre dérivable en tout point de son domaine.
Pour caractériser la quasiconformité en termes analytiques, on pourrait d’abord se baser
sur la définition de la quasiconformité réguliere, et examiner ce qui se passe si une
fonction est K-quasi-conforme réguliere presque partout sur son domaine.

Cette approche porta fruit. En effet, en 1957, A. Mori montra que si f est une trans-
formation K-quasi-conforme sur un domaine D, alors f est dérivable presque partout

et
A+ 1)
D& = rerme <8

presque partout sur D (voir [26]). Voici quelques lignes qui expliquent comment il a

obtenu ce résulat. En premier lieu, il a défini la distorsion circulaire d’'un homéomor-
phisme f par

H¢(z) = lim sup Hlé.lXQ IiChs re'“’) — /@) .
r—0+ ming | f(z + re??) — f(2)]

Il a d’abord montré que cette quantité était la méme que le quotient de dilation dans le
cas d’une transformation quasi-conforme réguliere. Par la suite, il a établi la dérivabilité
presque partout d’une transformation K-quasi-conforme en montrant que la distorsion
circulaire d’une telle transformation définie sur un domaine D est bornée supérieurement
par un nombre dépendant de K uniquement. Il a par la suite fait appel au théoreme
de Rademacher-Stepanoff, qui assure la dérivabilité presque partout d’un fonction qui
satisfait la condition de Lipchitz.

Suite a ce résultat, on peut se demander si un homéomorphisme dérivable presque
partout avec un quotient de dilatation borné est nécessairement quasi-conforme. La
réponse a cette question est négative, et voici un contre-exemple qui provient de [21].

Exemple 3.2. Soient C' l'ensemble de Cantor et ¢ : [0,1] — [0,1] la fonction de
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Cantor. Celle-ci est 'unique fonction f définie sur lintervalle [0, 1] qui satisfait les
quatre propriétés suivantes :

1. f est croissante;
f(0) =0;

flx/3) = f(x)/2;
A —x)=1— f(x).

Il s’agit d'une fonction de type escalier du diable. Pour en savoir plus sur ce type de

Ll

fonctions, voir [34]. Cette terminologie prend tout son sens lorsqu’on considere la figure
3.2 qui illustre la fonction de Cantor. On peut montrer que la fonction ¢ est dérivable
en chaque z € [0,1] \ C.

S
0.z 0.4 0. 0§ 1

Fi1G. 3.3 — La fonction de Cantor

Considérons la fonction h(z) = h(z + 1y) = = + i(y + c¢(z)). Comme 'ensemble
de Cantor est de mesure nulle, la fonction ¢ est dérivable presque partout sur [0, 1],
et par conséquent, h est dérivable presque partout sur {z € C : 0 < R(z) < 1}. Par
ailleurs, il découle de la définition de ¢ que ¢ (x) = 0 presque partout. Un calcul direct
de h, et hz montre que Dy(z) = 1 presque partout. Nous avons donc bien que h est
un homéomorphisme dérivable presque partout avec un quotient de dilatation borné.
Cependant, comme nous allons le voir, cette fonction ne vérifie pas une propriété de
continuité particuliere, qui est vérifiée par toutes les transformations quasi-conformes.

Définition 3.8. Soient R = {x + iy : a < © < ¢, b < y < d}, un rectangle tel
que R C D, et f: D — C une fonction continue. Pour tout y € (b,d), on définit le
segment L, = {x + iy : a < x < ¢} et pour tout x € (a,c), on définit le segment
L, ={z+1iy:b <y <d}. Ondit que la fonction f est absolument continue sur les
lignes si f est absolument continue comme fonction de x sur presque tous les segments
L, et si f est absolument continue comme fonction de y sur presque tous les segments

L,.
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F1G. 3.4 — Continuité absolue sur les lignes

Théoreme 3.3. Une transformation quasi-conforme sur un domaine D est absolument
continue sur les lignes dans D.

Ce résultat fut démontré par K. Strebel en 1955 (voir [31]). On en trouve une
démontration simplifiée dans [21], qui est due a A. Pfluger.

Retournons a 'exemple de la fonction de Cantor. D’abord, une fonction f qui est
absolument continue sur un intervalle [a, b] vérifie

b
F(b) — fa) = / f'(@)dz. (3.7)

Or, comme la fonction ¢ est croissante et que sa dérivée s’annule presque partout dans
I'intervalle [0, 1], il est clair que ¢ ne peut satisfaire une équation du type 3.7 sur cet
intervalle. Ainsi, en prenant R(0,1,1+4,47) comme rectangle et en fixant un yo € (0, 1),
la fonction h ne sera pas absolument continue sur le segment L,,. D’apres le théoreme
3.3, h ne peut étre une transformation quasi-conforme.

Comme nous venons de le voir, on ne peut pas caractériser la quasiconformité d une
fonction seulement en exigeant que le coefficient de dilatation de celle-ci soit borné; il
faut tenir compte de la continuité absolue sur les lignes. Finalement, les travaux de L.
Bers et Z. Y1ijobo ont permis de montrer que la continuité absolue d’une fonction sur
les lignes dans un domaine D, en conjonction avec un coefficient de dilatation borné sur
ce méme domaine, entraine la quasiconformité de la fonction sur D. Voici donc, pour
clore cette section, la définition analytique de la quasiconformité, qui est équivalente a
la définition géométrique.
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Définition 3.9. Soit f un homéomorphisme sur un domaine D qui préserve 'orienta-
tion. On dira que f est une transformation K-quasi-conforme sur D si

1. f est absolument continue sur les lignes dans D ;

2. La condition Dy(z) < K est vérifiée presque partout sur D.

3.6 Quasiconformité sur des ensembles d'intérieur vide

Parmi toutes les définitions de quasiconformité présentées dans ce chapitre, il n’y
en a aucune qui peut servir a définir la notion de quasiconformité sur des ensembles
finis. En effet, dans tous les cas, les transformations quasi-conformes sont définies sur
un domaine dans le plan complexe, c¢’est-a-dire sur un ouvert connexe.

Définition 3.10. Soient zq, 29, 23 et 24, quatre éléments distincts de C. Le produit croisé
de z1, 29, 23 et z4 est défini par

23 T 21 24— 22

X(Zla22723724) = .
22 T X1 24— R3

On peut vérifier que le fait d’exiger que les z; soient distincts entraine que la fonction
X prend ses valeurs dans C \ {0, 1, 00}. Ensuite, il est possible de montrer que le produit
croisé est un invariant pour certaines transformations conformes, a savoir les transfor-
mations de Mdbius (voir [28]). On reparlera brievement de ces fonctions au début du
chapitre 5. Ainsi, il est raisonnable de vouloir qu’une transformation quasi-conforme ne
modifie pas trop le produit croisé d’un quadruplet. Cela nous amene donc a la définition
ci-dessous.

Définition 3.11. Soit E un sous-ensemble de C contenant au moins quatre points. Un
homéomorphisme f : £ — C est quasi-conforme s’il existe une constante M > 0 telle
que

dista, (91,00p (X (f(21), f(22), f(23), f(24)) X (21, 22, 28, 24)) < M

pour tout quadruplet (21, 22, 23, 24).

Dans la définition [3.11] dist@\ (01,00} représente la métrique hyperbolique sur 1’en-
semble @\{O, 1, 00}. Pour en savoir davantage sur I'existence de cette métrique ainsi que
ses propriétés, le lecteur pourra se référer a [18]. On peut montrer que cette définition
de la quasiconformité est équivalente a la définition géométrique (voir [22]).



CHAPITRE 4

Mouvements holomorphes

4.1 Origines

En topologie, il est fréquent de se demander si deux ensembles sont homéomorphes.
En analyse complexe, certains problemes sont de nature similaire. Un de ceux-ci concer-
ne I’ensemble de Julia d'une fonction rationnelle. En effet, a chaque fonction rationnelle
est associé son ensemble de Julia, que 'on note généralement J(f). Supposons qu’on
fait varier légerement les coefficients de f. Cela entrainera donc une perturbation au
niveau de son ensemble de Julia. Certaines personnes se sont donc intéressées au com-
portement de ’ensemble de Julia d'une fonction rationnelle lorsque les coefficients de
celle-ci varient. C’est précisément dans ce contexte que la notion de mouvement holo-
morphe a émergé. Disons pour 'instant qu'un mouvement holomorphe est une fonction
qui déplace un sous-ensemble du plan complexe d'une belle fagon. On définira cette
notion a la section suivante.

Le concept de mouvement holomorphe a aussi été considéré pour étudier les groupes
topologiques. Voici comment. Soit G un groupe de transformations de Mobius sur C.
On rappelle qu'une transformation de Mdobius sur C est une fonction de la forme

az+b
1) = cz+d’
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ou a,b,c,d € C et ad — bc # 0. L’ensemble des transformations de Mébius muni de
la loi de composition possede une structure de groupe. L’étude de ses différents sous-
groupes est une partie importante de la classification des surfaces de Riemann. Une
bonne référence sur le sujet est 'ouvrage de A. Beardon (voir [§]).

Soit G un groupe de transformations de Mobius sur C. On dira que p est un point
limite de G si

p = lim gn(q),

ol les g; sont des éléments distincts de G, et ¢ € C.A chaque groupe de transformations
de Mébius est associé I'ensemble de ses points limites, qu’on note A(G). S’il existe un
z € C\ A(G), on dira que G est un groupe de Klein.

En modifiant les coefficients des transformations de Mobius qui génerent un groupe
de Klein, son ensemble limite s’en trouvera généralement modifié. Considérons une
famille de groupes de Klein paramétrisée par le disque unité ouvert. On entend par
la que les coefficients des générateurs du groupe dépendent d'un parametre A € D.
On peut montrer que sous certaines conditions, les ensembles limites d’une famille de
groupes de Klein décrivent un mouvement holomorphe (voir [3]).

Dans un article publié en 1983 (voir [23]), Mané, Sad et Sullivan ont donné une
condition suffisante pour que les ensembles de Julia de deux fonctions rationnelles soient
homéomorphes. Pour y arriver, ils ont introduit des familles de fonctions rationnelles
paramétrisées d’une fagon bien précise. Avant d’établir ce résultat, les auteurs ont
démontré un lemme qui a eu des conséquences importantes. Au début des années quatre-
vingt-dix, Z. Stodkowski a démontré un théoreme de prolongement qui dresse bien
le portrait de ce que peut étre un mouvement holomorphe paramétrisé par D. Nous
allons discuter de ce résultat un peu plus loin, mais avant, voyons ce qu’on entend par
mouvement holomorphe.

4.2 Définitions

Définition 4.1. Soient E un sous-ensemble de @, A un ouvert connexe de C, et \g € A.
On dit que

P AxE — C
(A, z) — DN\ 2)

est un mouvement holomorphe de 'ensemble E paramétrisé par A et \g si chacune des
conditions suivantes est vérifiée :
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1. Pour chaque A € A, ®(\,-): E — C est injective ;
2. (A, 2z)(z) = z pour tout z € E;
3. Pour chaque z € F, A — ®(), z) est holomorphe.

Afin de simplifier I’écriture, nous allons introduire une notation tres utile. Le symbole
®, représentera la fonction ®(\,-) : E— C, alors que ®* sera utilisé en remplacement
de la fonction (-, 2) : A — C.

Remarque 4.1.

— Le Ao qu’on choisit dans A s’appelle le point de base du mouvement holomorphe.

— Si @ est un mouvement holomorphe de I’ensemble E paramétrisé par A et Ay, On
notera par F(\) 'image de E par la fonction ®,. De méme, puisque ®,, = id,
on écrira souvent F/()g) pour désigner ’ensemble qui subit le mouvement holo-
morphe.

— Par la suite, & moins d’avis contraire, A est toujours un ouvert connexe du plan
complexe. Par ailleurs, pour des raisons techniques que nous verrons dans la
démonstration du théoreme 4.3, I’ensemble A doit pouvoir supporter une métrique
hyperbolique.

Au fil des années, la définition d’un mouvement holomorphe a quelque peu évolué.
En effet, au début, on imposait que A soit le disque unité ouvert. Par la suite, certains
ont considéré le cas ou A était un disque ouvert de rayon quelconque, avant d’arriver
finalement a la définition [4.1. Mentionnons aussi qu’il est possible de définir la notion
de mouvement holomorphe de fagcon beaucoup plus générale en exigeant de A qu’elle
soit simplement une variété analytique connexe. Cependant, nous n’aurons pas besoin
de travailler avec autant de généralité pour obtenir les résultats désirés.

Définition 4.2. Soit F un sous-ensemble de C tel que {0,1,00} C E. On dira que
® : A x E — C est un mouvement holomorphe normalisé si pour tout A € A, &, admet
0,1 et co comme points fixes.

Lorsqu’on fait ’étude du mouvement holomorphe d’un ensemble possédant au moins
trois points, on ne perd pas de généralité en supposant que celui-ci est normalisé. En
effet, soit

d:AxE — C
(A, z) — D\ 2),
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un mouvement holomorphe de I'ensemble E paramétrisé par A et \g. Supposons qu’il
existe au moins trois points distincts dans E, disons a, b et c. Soit « la transformation de
Mobius qui envoie 0 sur a, 1 sur b et oo sur ¢. Un résultat classique d’analyse complexe
nous assure qu’il est toujours possible de construire une telle transformation (voir [28]).
Pour la méme raison, a chaque valeur de A € A, on peut associer une transformation
de Mobius 3, définie par

z—=®(N\a) P\ D) —P(\ )

Br(z) = z— 0\ c) O\ b) —D(\a)

Celle-ci envoie (A, a), (N, b) et P(A, ¢) sur 0, 1, et oo respectivement. On constate
aussi que pour chaque z € F()\), la fonction A +— () est holomorphe. Ainsi,

EI\D:A><oz_1(£‘7) - C
(\2) = Bhod(ha(z)

est un mouvement holomorphe normalisé. On ’appelle le normalisé de ® par rapport a
a,b et c.

4.3 Le \-lemme

Dans cette section, nous allons présenter une démonstration du premier résultat
d’importance concernant le mouvement holomorphe. Celui-ci est connu sous le nom du
A-lemme de Mané, Sad et Sullivan. Avant d’en entreprendre la démontration, on se doit
d’effectuer quelques rappels concernant certains résultats d’analyse complexe.

Définition 4.3. Soient U un domaine de C et F une famille de fonctions f : U — C.On
dira que F est une famille normale sur U si chaque suite dans F admet une sous-suite
qui converge uniformément sur tous les compacts de U vers une fonction g : U — C.

Notons que dans la définition 4.3, on ne demande pas que la fonction g appartienne
a la famille F. Les familles normales furent introduites par P. Montel en 1907. Le
théoreme suivant, diu a ce dernier, a permis de donner des démonstrations élégantes de
plusieurs résultats, notamment du grand théoreme de Picard (voir [18]).

Théoreme 4.1. Soit U un domaine dans le plan complexe et soient P,(Q) et R trois
points distincts de C. Supposons que F est une famille de fonctions holomorphes sur U
a valeurs dans C\ {P,Q, R}. Alors F est une famille normale sur U.
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Pour démontrer le théoreme 4.3, nous aurons aussi besoin du résultat suivant, que
I'on doit a A. Hurwitz. On retrouve une démontration de ce théoreme dans la plupart
des ouvrages d’introduction a I'analyse complexe, entre autres dans [1] et [18].

Théoreme 4.2. Soit (f,)nen une suite de fonctions holomorphes sur U telle que pour
tout n € N, fo(2) # 0 sur U. Si f, — [ uniformément sur tous les compacts de U,
alors f est identiquement nulle ou bien f(z) # 0 pour tout z € U.

Ces deux résultats sont essentiels pour démontrer le A-lemme. Voici maintenant
I’énoncé de ce résultat, qui, rappelons-le, fut obtenu en 1983 par Mané, Sad et Sullivan
(voir [23]).

Théoreme 4.3. Soit A un ouvert connexe du plan complexe et \g € A. Supposons
que ® : A X E — C est un mouvement holomorphe de E C C paramétrisé par A et
Ag. Alors @ est continue et on peut prolonger ® continiment a (5, de telle sorte que
®:AxE — C soit un mouvement holomorphe de la fermeture de E paramétrisé par
A et \g. De plus, pour tout A € A, CT)A est une transformation quasi-conforme.

La démonstration de ce théoreme se fera en trois étapes. Nous allons montrer en
premier lieu un lemme qui nous permettra ensuite d’obtenir la continuité du mouve-
ment holomorphe. Pour ce faire, les théoremes 4.1 et 4.2/ seront nécessaires. Finalement,
a ’aide du lemme de Schwarz, nous obtiendrons la propriété de quasi-conformité du
mouvement holomorphe.

De plus, puisque le A-lemme concerne le prolongement du mouvement holomorphe
d’un ensemble E a sa fermeture, il est sans conséquence lorsque I'ensemble E est égal
a sa fermeture. Ainsi, on peut faire 'hypothese que E contient au moins trois points,
et ainsi supposer que le mouvement holomorphe est normalisé.

Lemme 4.1. Soit z € E et (2,)nen une suite de points dans E qui tend vers z. Les
fonctions ®* : A — C tendent, uniformément sur tout compact de A, vers une fonc-
tion ®* : A — @, indépendante de la suite (z,)nen choisie. De plus, tout mouvement
holomorphe est continu.

Preuve du lemme /. 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que z # oo. En
effet, le mouvement holomorphe étant normalisé, nous avons que ®>°(\) = oo pour tout
A € A. C’est donc dire que quel que soit A € A, $**(\) — oo lorsque z, — 00. Le lemme
est donc vérifié pour z = oco.

En premier lieu, montrons que les fonctions ®** prennent leurs valeurs dans 1’en-
semble C\ {0, 1, 00}, ou bien sont constantes.
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1" cas : z, € {0,1,00}.
Dans cette situation, puisque ® est normalisé, z, est un point fixe de ¢, pour tout
A € A. Par conséquent, ®* : A — C est la fonction constante qui vaut identiquement

la valeur z,.

2¢ cas : z, ¢ {0,1,00}.

Supposons le contraire, ¢’est-a-dire qu'il existe ¢ € A et a € {0,1, 00} tel que &**({) = a.
Or, par hypothese, nous avons que ®*(\) = a pour tout A € A. En particulier, nous
avons que ¢%(¢) = a. Par définition du mouvement holomorphe, on sait que la fonction
d,: F — C est injective. On doit donc avoir que a = z,, mais cela contredit le choix
de z,.

Montrons maintenant que si z # oo, alors P, := {®* : n € N} est une fa-
mille normale sur A. D’abord, il est trivial de constater qu'une famille de fonctions
qui sont constantes sur A est une famille normale sur ce domaine. Ensuite, d’apres le
théoreme 4.1, une famille de fonctions holomorphes définies sur A et qui évitent I’en-
semble {0, 1,00} est normale. Par conséquent, comme 'union de deux familles normales
est aussi, il suit que P, est une famille normale pour tout z € E. Il est donc possible
d’extraire une sous-suite de la suite ®*» qui possede une limite.

Supposons maintenant que (2,)nen €t (wy)nen soient deux suites qui tendent vers z
et pour lesquelles ®*» et $*~ aient respectivement les fonctions ®* et ¢* comme limite.
Posons ¥, := ®“» — ¢* et U := lim,, .o, ¥,,. Nous avons donc que ¥ = &* — d*, Par
ailleurs, 'injectivité des fonctions ®, : £ — (A:, A € A entraine que ¥,, ne s’annule
jamais sur A, ou est identiquement nulle. Ainsi, le théoreme 4.2 nous permet d’affirmer
que ¥ est identiquement nulle, ou prend toujours des valeurs différentes de zéro. Or,

V(o) = (o) = D*(A) = lim (@ (Ao) — @ (No)).

Puisque par définition du mouvement holomorphe ®*»(\g) = w,, et ®**(\g) = z,, le fait
que (z,)nen et (wy)nen soient deux suites qui tendent vers z entraine que W(\g) = 0,
d’ou on conclut que ¥ est identiquement nulle. Cela montre finalement que ®* = .

La continuité du mouvement holomorphe découle du fait que lim,, ., ®5(z,) = P»(2)
pour toute suite z, dans E qui tend vers z. Ainsi, si on choisit une suite z, qui tend
vers 'infini, alors la suite de fonctions $** tend vers la fonction qui vaut identiquement

I'infini sur A. [ |

Preuve du théoréme!].5. Pour z € E, on définit

DN, 2) := lim ®(A, z,),

n—oo
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ol (2, )nen est une suite dans F qui tend vers z. D’apres le lemme 4.1 ® est bien définie.
D’autre part, pour z € F, nous avons que ®,(z) = ®,(z). En effet, il suffit de prendre
la suite 2, = z pour tout n € N dans le lemme 4.1. Montrons maintenant que

d:AxE — C
(A z) — B\ 2)

est un mouvement holomorphe de E paramétrisé par A et \g. Tout d’abord, on remarque
que d A est injective pour toute valeur de A € A. En effet, soient z et w deux éléments
distincts de E. Si (2, )nen et (W, )nen sont deux suites dans E qui tendent respectivement
vers z et w, alors, pour n assez grand, la fonction ¥,, := ®*¥» —®** ne s’annule jamais. En
effet, cela découle de I'injectivité des fonctions @, : £ — @, A € A. Le théoreme 4.2 nous
permet alors de conclure que V¥ := lim,, ., ¥, ne s’annule jamais, ou est identiquement
nulle. Or, U(Xg) = &¥(Ng) — ®*(Ag) = z — w # 0. On peut donc en conclure que ¥ ne
s’annule jamais sur A, ce qui montre l'injectivité des fonctions @,\ E— C A€eA.

On doit aussi montrer que pour tout z € E, la fonction A — sz(/\) est holomorphe.
Soit z, une suite dans E qui tend vers z. Les fonctions ®*» : A — C sont holomorphes
et, d’apres le lemme 4.1, elles tendent vers &% uniformément sur tous les compacts de
A. Par conséquent, D7 est holomorphe.

Pour montrer que d x(2) = z, pour tout z € E, il suffit de considérer une suite z,
qui tend vers z. On aura alors que ®,,(z,) = 2, ¥V n € N, et par conséquent, en prenant
la limite lorsque n tend vers oo, on trouve que ®,,(z) = z.

Cela montre donc que 4 ® est un mouvement holomorphe de E paramétrisé par A et
)\0, d’ott la continuité de ®. Montrons maintenant que pour chaque A € A, la fonction
®,: E — C est quasi-conforme au sens de la définition [3.11.

Soit (21, 22, 23, 24) un quadruplet dont les éléments, qui sont distincts, sont choisis
dans E. On définit la fonction holomorphe suivante :

g: A — C\{0,1,00}
A= X(@a(21), Da(22), Pa(23), Ba(24).

Une généralisation du lemme de Schwarz, obtenue par Ahlfors, nous permet d’affirmer
que la fonction g est une contraction entre les espaces métriques A et C \ {0,1, 00},
munis de leur métrique hyperbolique respective. On peut trouver une démonstration de
ce résultat dans [18]. Par conséquent, si on note par disty et dist@\ (01,00} les métriques

hyperboliques respectives des espaces A et C \ {0,1,00}, nous avons que pour tout
A C €A,
distz, 101 00y (9(A), 9(¢)) < dista(A, ¢).
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D’autre part, puique EISAO = id sur E, il suit que g(\g) = x(21, 22, 23, z4). Il suit que

stz 10.1.00) (X (@A (21), Pa(22), Pa(25), Pa(24)), X (21, 22, 23, 24)) < dista (A, Ao).

Cela entraine immédiatemment la quasiconformité de ’application d A\, et termine
du meéme coup la démonstration du théoreme 4.3. [ |

Le deuxieme chapitre de [18] traite en détail des domaines qui admettent des
métriques hyperboliques, ainsi que des propriétés de celles-ci. On peut aussi se référer
a [32], ou l'on discute de ce sujet dans le contexte des mouvements holomorphes.

Remarque 4.2. Par la suite, il sera fréquent d’utiliser le méme symbole pour désigner
un mouvement holomorphe et son prolongement a la fermeture.

4.4 Le théoreme de Stodkowski

Le A-lemme nous assure qu’'un mouvement holomorphe ® : Ax E — C peut toujours
étre prolongé en un mouvement holomorphe ® : A x E — C. On peut maintenant se
demander s’il est possible de prolonger un mouvement holomorphe d'un ensemble F
sur un sous-ensemble de C contenant strictement E. Si tel est le cas, quel est le plus
grand sous-ensemble de C sur lequel le mouvement peut étre prolongé ?

Définition 4.4. Un mouvement holomorphe ¢ : A x F — C est dit mazimal s'il ne
peut étre prolongé en un mouvement holomorphe ® : A x £ — C tel que £ C E'.

Supposons que E C E’'. D’apres le A-lemme, si & : A x B/ — C est un mouvement
holomorphe maximal de ’ensemble E, alors £ C E’. Ainsi, un mouvement holomorphe
maximal doit déplacer un ensemble fermé. Nous nous proposons ici de présenter un
exemple de mouvement holomorphe maximal, pour lequel ’ensemble E est fini. Ce-
pendant, il nous faut d’abord obtenir un résultat concernant ’existence d’un point fixe
pour certaines fonctions.

Théoréme 4.4. Soit f : C\ {0,1} — C\ {0,1}, une fonction holomorphe. Alors f
posséde au moins un point fize.

Preuve. Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe une fonction holomorphe
f:C\{0,1} — C\ {0,1} sans point fixe. Puisque f évite les valeurs 0,1 et oo, le
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théoreme de Picard nous assure que f ne peut avoir de singularité essentielle en 0,1 et
oo. La fonction f définit ainsi une application rationnelle

ou p et ¢ sont des polynomes. Notons aussi qu’'on ne peut pas avoir f(z) = £ avec
& € C\{0,1}, car alors f serait constante et aurait un point fixe dans C\ {0, 1}. Ainsi,
au moins un des deux polynomes p et q est de degre supérieur ou égal a un. Cela entraine
la surjectivité de f. En effet, quel que soit w € (C on peut toujours trouver z € C tel
que p(z) = wq(z). De plus, comme f~!({0,1,00}) C {0,1,00}, il suit que f induit
une bijection de {0,1,00} sur lui-méme. D’apres le théoreme de Brouwer, puisque f
est une application continue de C vers (C elle a nécessairement au moins un point fixe.
Puisqu’on suppose que f n’a pas de point fixe dans C \ {0, 1}, celui-ci doit étre dans
I'ensemble {0, 1,00}, et, quitte a conjuguer f par une transformation de Mobius, on
peut supposer que c’est co. Nous avons donc que f~!(c0) = oo, ce qui veut dire que f
est un polynome. En effet, si le degré de ¢ est supérieur a un, alors ¢ a au moins une
racine dans C, disons (, ce qui a pour conséquence que f({) = oo.

Soit d le degré du polynéme f. Comme f fixe oo, nous avons que f ({0,1})={0,1}.
Si f71(0) =0 et f7(1) = 1, alors le polynome f posséde une unique racine de multi-
plicité d en 0, et donc f(z) = cz?. De méme, le polynéme f(z) — 1 posséde une unique
racine de multiplicité d en 1, ce qui entraine que f(z) = 1+ k(z — 1)%. Ces deux condi-
tions seront vérifiées simulatanément seulement lorsque f se réduit a l'identité. Cela
est impossible, car f ne doit pas avoir de point fixe dans C\ {0,1}. Si f~1(0) = 1 et
f711) = 0, alors le polynome f possede une unique racine de multiplicité d en 1, et
donc f(z) = c(z — 1)% Par ailleurs, le polynéme f(z) — 1 posséde une unique racine
de multiplicité d en 0, ce qui a pour conséquence que f(z) = 1+ kz?. Cette fois-ci, ces
deux conditions seront satisfaites au méme moment seulement si f(z) =1 — z. Comme
cette fonction admet 1/2 comme point fixe, cela démontre qu’il est impossible d’avoir
une fonction holomorphe f: C\ {0,1} — C\ {0, 1} sans point fixe. [

Exemple 4.1. Posons A = C\ {0,1} et E = {0,1,00, A}, ot \g € A. On définit un
mouvement holomorphe & : A x £ — C de la facon suivante : D’abord &, fixe 0,1
et oo pour chaque valeur de A € A. Le mouvement qu'impose ® a Ay est donné par
O(A, Ng) = A. On vérifie facilement qu’il s’agit bien d’'un mouvement holomorphe de E
paramétrisé par A et \g. Supposons qu’il existe \; € C \ £ tel qu'on puisse prolonger
® a EU{\}. Par définition de A, il suit que A\; € A et Ay # Ag. Si on peut prolonger
® sur EU{\}, alors la fonction ®*1 : A — A est holomorphe. D’apres le théoreme 4.4]
elle possede un point fixe, disons &. Ainsi, ®(£, A1) = £. Finalement, par définition de ®,
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nous avons que ®(&, \g) = £. On en conclut donc que ®¢ n’est pas injective, puisqu’elle
prend la méme valeur en Ay et ;. Il est donc impossible de prolonger le mouvement
holomorphe ® a l'extérieur de E.

Comme nous 'avons mentionné au début de ce chapitre, la premiere définition du
mouvement holomorphe imposait a A d’étre le disque unité ouvert. Ainsi, on connait
certains résultats concernant le mouvement holomorphe qui ne sont pas nécessairement
vrais lorsque A est un ouvert connexe quelconque. Le plus important d’entre eux est sans
contredit le théoreme de Slodkowski. Ce dernier est en quelque sorte 1’aboutissement
des travaux concernant le prolongement de mouvements holomorphes paramétrisés par
I’ensemble . Voici un peu comment nous sommes arrivés a la démonstration de ce
théoreme.

Apres la démonstration du A-lemme, D. P. Sullivan et W. P. Thurston ont obtenu
des résultats intéressants concernant le prolongement de mouvements holomorphes pa-
ramétrisés par le disque unité ouvert. Le théoreme 4.5/ est le principal résultat de leur
article (voir [32]).

Théoreme 4.5. [l existe une constante universelle a > 0 tel que tout mouvement
holomorphe ® d’un ensemble & C C paramétrisé par D et O peut étre étendu a un
mouvement holomorphe

&):D(O,a)x@H@.

Comme le mentionnent les auteurs, la stratégie a employer pour démontrer ce
théoreme est de diviser pour régner. On montre d’abord comment prolonger le mouve-
ment dans le cas ou F est connexe. Pour ce faire, on remarque en premier lieu que le
A-lemme nous permet de supposer que F est fermé. On montre ensuite que pour chaque
p dans le complément de E, on peut trouver un voisinage de p et un sous-ensemble ou-
vert de D ou 'on peut prolonger le mouvement. Ce qui est important c¢’est qu’on peut
choisir I'ouvert indépendamment de p. Par la suite, avec une partition de 1'unité de
C \ E, on est en mesure de construire le prolongement souhaité. Lorsqu’on perd la
connexité de ’ensemble F, cela rend les choses beaucoup plus compliquées, mais avec
certains résultats de géométrie hyperbolique et beaucoup de travail, il est possible de
s’en sortir.

De plus, Sullivan et Thurston ont présenté dans cet article un autre résultat d’impor-
tance qui simplifie passablement le probleme de prolonger un mouvement holomorphe
a 'espace ambiant. L’énoncé de celui-ci est connu sous le nom de ['axiome du choix
holomorphe.
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Axiome du choix holomorphe : Si, pour tout ensemble fini Fy C C et pour tout
Yy e C \ Eop, tout mouvement holomorphe d:Dx Ey— C se prolonge en un mouvement
holomorphe D x Ey U {y} — (C alors n’importe quel mouvement holomorphe
U:DxE — C se prolonge en un mouvement holomorphe U:DxC —C.

Si®:Dx E — C est un mouvement holomorphe et que E contient uniquement
trois points, alors on peut trouver un mouvement holomorphe »:DxC — C qui
prolonge . En effet, on peut alors supposer ® normalisé et poser CTD()\, z) = z. Par
ailleurs, un résultat démontré par C. J. Earle et I. Kra (voir [10]) permet de tirer les
meémes conclusions dans le cas ou E possede quatre points au lieu de trois.

En prenant connaissance des résultats de 'article de Sullivan et Thurston, une ques-
tion nous vient spontanément a I'esprit : Que peut bien valoir la constante universelle
a? Dans un article publié en 1986, L. Bers et H. L. Royden ont réussi a démontrer
que a > 1/3. Voici I’énoncé du théoreme principal de leur article (voir [5]). Celui-ci est
aujourd’hui connu sous le nom du A-lemme harmonique.

Théoréme 4.6. Soit ® : D x E — C un mouvement holomorphe avec 0 comme point
de base. Alors il existe un unique mouvement holomorphe ® : D(0,1/3) X C — C qui
prolonge ® et pour lequel les coefficients de Beltrami de EI;A(z) sont harmoniques sur
C\ E pour tout A € D.

L’énoncé de ce théoreme demande des explications. D’abord il est clair que cela
entraine que la constante universelle dont parlent Sullivan et Thurston est supérieure a
1/3. Cependant, ce qui est intéressant de constater, ¢’est que nous avons en quelque sorte
I'unicité du prolongement si on impose une condition sur les coefficients de Beltrami.
Un coefficient de Beltrami sur un domaine D est simplement un élément de la boule
unité ouverte de Lo (D). Au chapitre 13, nous avons vu que pour une transformation
quasiconforme f, |f,| > |f5|. Par conséquent, en posant

Iz
[y = T (4.1)
on définit un coefficient de Beltrami. Ce dernier s’appelle la dilatation complexe de f,
et il est relié au quotient de dilatation de f par 1’équation

1+ [pyl
1 — |uyl

Le lien entre ces coefficients et les transformations quasi-conformes est encore plus

Dy =

fort ; il est possible de montrer que pour chaque coefficient de Beltrami p défini sur un
domaine D, il existe une transformation quasi-conforme f sur D, telle que
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Ce résultat, qui a de nombreuses conséquences, possede une longue histoire. En effet,
le probleme de trouver une fonction f résolvant 1’équation 4.2 pour un p donné re-
monte a Gauss. Ce dernier avait besoin de la résoudre pour obtenir certains résultats
en géométrie différentielle. Cependant, la résolution complete de cette équation est assez
récente.

Comme on le sait, d’apres le théoreme 4.0, il est légitime de parler du coefficient
de Beltrami des ®,, car d’apres le A\-lemme, ces transformations sont quasi-conformes.
Il y a donc une bijection entre les éléments de L. (D) et les transformations quasi-
conformes sur D. Le fait qu'un coefficient de Beltrami soit harmonique ou non dépend
de sa décomposition en termes de différentielles quadratiques. Une bonne explication
de cette propriété nécessiterait I’ajout de nombreuses définitions, c’est pourquoi nous
laissons le soin au lecteur de consulter [5] et [24] pour de plus amples détails.

En 1991, soit quelques années apres la parution de l'article de Bers et Royden,
Stodkowski démontra un théoreme qui porte aujourd’hui son nom. Celui-ci a levé le voile
sur la constante universelle concernant le prolongement d’un mouvement holomorphe
paramétrisé par le disque unité. Il a en fait démontré que a = 1. Voici ’énoncé de ce
théoreme célebre.

Théoreme 4.7. Soit & : D x £ — @, un mouvement holomorphe. Alors on peut
prolonger ® en un mouvement holomorphe ® : D x C — C. De plus, pour tout A € D,
la fonction @) : C — C est K-quasi-conforme, ou K satisfait l'inégalité

1+ |l
1=\l

K <

La propriété de quasiconformité des fonctions D, avait déja été obtenue par Bers et
Royden. Elle permet entre autre de montrer que dans certaines situations, nous avons
I'unicité du mouvement holomorphe (voir [5]). La preuve qu’a donnée Stodkowski du
théoreme 4.7 (voir [29]) fait appel a des idées classiques de la théorie des fonctions
a plusieurs variables complexes. On fait entre autres intervenir la notion d’enveloppe
polynomiale d'un ensemble. Pour obtenir son résultat, Stodkowski a essentiellement
démontré 'axiome du choix holomorphe. Finalement, mentionnons qu’il était possible
de simplifier quelque peu la preuve originale de Stodkowski. Cela fut réalisé par A.
Douady dans [9] (voir aussi [3]). En évitant certains termes techniques de la preuve
originale de Stodkowski, ’auteur ramene le probleme a celui de la paramétrisation d’une
famille de courbes dans le contexte des espaces de Sobolev. Dans chacune des preuves,
I'existence du prolongement est obtenu par I'existence d’une solution au probléme non-
linéaire de Riemann-Hilbert. La preuve de ce résultat est due & A. I. Snirel'man (voir
[30]). Cependant, F. Forstneri¢ a démontré ce résultat de nouveau en 1988 avec une
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approche ou apparaissent les enveloppes polynomiales (voir [12]). C’est précisément
une reformulation du résultat de Snirel’'man et Forstneri¢ qui permet de paramétriser

correctement une famille de courbes par le disque unité.



CHAPITRE b

Mouvement holomorphe et IFS

5.1 Compatibilité d'un mouvement holomorphe

Dans le chapitre 2/ de ce mémoire, nous avons introduit la notion de famille holo-
morphe d’IFS (voir la définition 2.10). Supposons que Sy = {S) : A € A} soit une telle
famille, et soit Ay € A. On propose ici d’étudier le comportement de ’ensemble limite
et de 'attrateur de I'IF'S S, lorsque le parametre A\ est modifié. Notre objectif sera
de déterminer les situations ou les ensembles J(\g) et A(\g) décrivent un mouvement
holomorphe paramétrisé par A et A\g. De plus, on exigera une condition supplémentaire
de compatibilité entre le mouvement holomorphe et les éléments de Sy. Les résultats
qu’on retrouve ici proviennent d’un article publié en 2005 par L. Baribeau et M. Roy
(voir [4]).

Définition 5.1. Soit ®, un mouvement holomorphe de I'ensemble E paramétrisé par
A et A, et soit Sy = {S) : A € A} une famille holomorphe d'IF'S, out S\ = {fi»}icr- On
dira que ® est un mouvement holomorphe compatible avec Sy, si pour tout z € E, nous
avons que

Dy (fine(2)) = fin (2a(2)) (5.1)
pour tout i € I et pour tout A € A lorsque f;,(z) € E.
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Remarque 5.1.

— On exige que I'équation [5.1] soit vérifiée uniquement quand f; »,(2) € E lorsque
z € E. La raison pour laquelle on procede ainsi est fort simple; la fonction @, est
définie sur I'’ensemble E, et pour s’assurer que la compatibilité soit bien définie,
on ne doit pas tenir compte des z € E pour lesquels f;,(z) ¢ E.

— Si un mouvement holomorphe ® : A x E — C est compatible avec Sy, alors son
prolongement ® : A x E — C le sera aussi. Cela découle immédiatement de la
continuité d’'un mouvement holomorphe.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre, nous allons étudier le mou-
vement holomorphe de 'attracteur d’un IFS. Pour faire suite a la remarque précédente,
mentionnons que si £ est un ensemble auto-similaire, nous avons que pour tout z € F,
firo(2) € E. Cela a pour conséquence de simplifier la définition de compatibilité d'un
mouvement holomorphe défini sur de tels ensembles. En effet, cela revient a exiger que
le diagramme a la figure 5.1/ soit commutatif pour tout i € I et pour tout A € A.

fiA,AO

E()) E())
w o
B 2 BV

Fi1G. 5.1 — Diagramme de compatibilité pour des ensembles auto-similaires

Exemple 5.1. Nous allons ici présenter un exemple qui sera utilisé tout au long de
ce chapitre pour illustrer les différents scénarios possibles concernant 'existence d'un
mouvement holomorphe compatible.

Choisissons deux nombres réels k et m vérifiant
0<k<1/2 et E<m<1-—k,
et définissons les trois similarités suivantes :
fir(z) = kz, far(2) = kz +mA et fsalz) =1 —k)z+k.

En posant A = H, ot H est le demi-plan supérieur, et Sy = {f1.x, far, f3.1}, on montre
facilement que Sy est une famille holomorphe d’TF'S.

Montrons que ® (A, z) := R(z) + AJ(z) avec Ay = i comme point de base est un
mouvement holomorphe du plan complexe qui respecte la dynamique’ de Sy.

!Dire qu'un mouvement holomorphe respecte la dynamique d’une famille holomorphe d’IFS est
équivalent a affirmer que le mouvement holomorphe considéré est compatible avec cette famille.
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Montrons en premier lieu que la fonction @, : C — C est injective pour toute valeur
de X dans H. Soient zp,z; € C. On doit montrer que ®,(z9) = P,(z1) implique que
2o = z1. On pose A = u + iv. Le fait que ®,(zp) = ®,(z1) entraine que

R(z0 — 21) + uS(20 — 21) + 10 (20 — 21) = 0. (5.2)

On doit maintenant vérifier que ’équation 5.2 implique que zg = z;. Puisque A € Hi,
nous avons que v # 0. Ainsi, on doit avoir que (zg — z1) = 0, d'ou zg — 21 € R.
L’équation 5.2 devient donc

R(zo — 2z1) =0.

Comme zg — 21 € R, cela entraine immédiatement que zy = z1, et donc @, est injective
quelle que soit la valeur de \ € H.

En choisissant A\g = 4, nous avons que ®,,(z) = R(z) + i¥(z) = z. La deuxieme
condition pour que ® soit un mouvement holomorphe est donc vérifiée. Finalement,
on constate que pour tout zg € C, la fonction A — R(zy) + A(zp) est holomorphe.
Cela nous permet d’affirmer que ® vérifie les trois conditions pour étre un mouvement
holomorphe du plan complexe. De plus, dans le cas présent, Sy est une famille finie
d'TFS. Ainsi, A(A\g) = J(Ao). Par ailleurs, comme A(\g) est un sous-ensemble de C, la
restriction de ® a A()\g) constitue un mouvement holomorphe de l'attracteur (et du
méme coup de 'ensemble limite) de S),.

Il nous faut maintenant vérifier la compatibilité de ce mouvement avec la famille
Si. Tout d’abord, nous avons que

05 (f1.4(2)) = R(kz) + A3 (k2) = kOx(2) = fLa(PA(2))-

De méme,

Dy (foi(2)) = R(kz +mi) + AS(kz +mi) = E(R(z) + AS(2)) + m(R(i) + AS(7))
= ]{(D)\(Z) + m)\ = fQ’A(®A<Z)).

Finalement, on trouve que

Dy(f3:(2) =R(L—k)z+ k) +AI((1 —k)z+ k) = (1 —k)Pr(2) + k = f5A(Pa(2)).

Il en découle donc que ® est un mouvement holomorphe compatible avec la famille

holomorphe d'IF'S S,.

Nous venons de voir un exemple de famille holomorphe d’TF'S dont I’ensemble limite
et I'attracteur décrivent un mouvement holomorphe compatible. Cependant, il n’est pas
toujours possible de construire un tel mouvement. En effet, au lieu de choisir A = H pour
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définir notre famille d'TF'S, choissisons plutot A = D(Ag, ), le disque ouvert de rayon
r centré en \g. Nous allons montrer qu’il est impossible de contruire un mouvement
holomorphe dans un voisinage de \g, si on choisit Ay € R.

Remarquons d’abord que fi ) et f3 ., sont en fait indépendantes de . Aussi, comme
fia([0,1]) U f3.([0, 1]) = [0, 1], il suit que [0, 1] est Pattracteur de la sous-famille de Sy
formée uniquement de fi , et f3 . Ainsi, quel que soit A, nous avons que [0, 1] C A(\).

En premier lieu, fixons Ag € R et supposons qu’il existe un disque ouvert D(Ag, )
et une fonction ® tels que ® : D(Ag,7) X A(Ag) — C soit un mouvement holomorphe
compatible avec Sy, o A = ID(\g, 7). Choisissons A € D(\g, ) \ R. D’apres le théoréme
1.3, @y 0 A(Xg) — A(N) est un homéomorphisme. De plus, comme [0, 1] C A()\) pour
tout A € C, il suit que ®;'([0,1]) C A()\g). Puisque \g € R, nous avons que A()\) C R,
et donc ®,'([0,1]) est un intervalle de la forme [a,b]. En effet, cela découle du fait
que les homéomorphismes préservent la compacité et la connexité. Comme la fonction
@3 017 ¢ [0, 1] — [a, b] est un homéomorphisme, il s’agit d’une fonction monotone. Sans
perte de généralité, on peut supposer qu’elle est monotone croissante. Nous pouvons

donc écrire que a = ®,'(0) et b = ®,*(1). De méme, nous avons que

®5 " (AN \ [0,1]) = A(Xo) \ [a,0].

Comme k € (0,1), il suit que ®,'(k) € (a,b). D’autre part, le fait que 1 est le point
fixe de f3 entraine que 7,(3°) = 1. De plus, puisque mA/(1 — k) est le point fixe de
fa.x, nous avons que m,(2*°) = mA/(1 — k). Cela nous permet d’écrire que

ko= fia(1) = fia (ma(3%)) = mA(13%)
— (71113010 13”2°°> = lim m,(13"2)
= lim fige (m(2%)) = lim fige (mA/(1 = K)).
En remarquant que fiz (mA/(1—k)) € R si A ¢ R, on trouve que
o1 (k) = 03" (Tim fige (mA/(1 = K))) = lim @57 (fige (mA/(1 = K)))

€ ' (AN \[0,1]) = A(Xo) \ [a,0] = A(Xo) \ (a,b).

Or, cela est une contradiction, puisqu'on a vu précédemment que ®;'(k) € (a,b). 1l
n’existe donc pas de mouvement holomorphe de A()\g) si on choisit \g € R.

5.2 Mouvement holomorphe et condition COSC

Nous allons établir dans cette section deux résultats concernant l’existence d’un
mouvement holomorphe de 'attracteur d’un IF'S lorsque la condition COSC est vérifiée.
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Voyons d’abord un lemme qui nous sera utile pour démontrer ces résultats.

Lemme 5.1. Soit Sy = {fix : i € I}, un IFS d’alphabet I satisfaisant la condition
COSC. Alors

fia (AN) N fin (AN) =0
pour tout i, 5 € 1,1 # j.

Preuve. Tout d’abord, puisque la condition COSC est vérifiée pour 5}, il existe un
ouvert non-vide U(A), tel que

L. fix(U(N)) C U(X) pour tout i € I;
2. fix(UN) N fix(U(X) = O pour tout 4,5 € I, i # j.
Soit K(A) € k(U(N)). Par définition de A()), nous avons que
A(N) = lim F™(K(\))

= WILLH;O UwEImfw(K()\))

m—00

= U(N).

Ainsi, A(\) € U(N). Comme f;x(TU(N) N fin(UN) = @ lorsque i # 7, il suit que
fix (AN)) N fix(A(N) =0 sii # 5. u

Théoreme 5.1. Soit Sy une famille holomorphe d’IFS satisfaisant la condition COSC
et soit \g € A. Alors l'ensemble limite J(\o) et Uattracteur A(Xo) décrivent un mouve-
ment holomorphe compatible avec Sy .

Preuve. Nous allons montrer que la fonction
O:AXxJ(N) — JN)
(A Tag(w)) = ma(w)

est en fait un mouvement holomorphe de ’ensemble limite de Sy, compatible avec Sy.

Soient w = wiwaws ... et W' = Wiwhws . .., deux éléments distincts de I°°. Il existe
donc un plus petit ny € N tel que wy, # w;,,. Par définition de la fonction de codage,
nous avons que

M) = im fa(z) et m(w) = Tim f,(0)
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ou zy € C. Comme nous I'avons vu au chapitre 2|, la valeur de 7, (w) est indépendante
du choix de zp. Ainsi, en choisissant 2o € U(A), on a que

folar(20) = fornfoan - fongrfumgiin -+ - foun(20) € forafuoan - fung A(UN))

fw|§l,>\(20> = fwi,kfwé,/\"'fwilo,)\fw’ A"'fué,A(zO)Efwi,)\fwé,)\-"fw’ )\( ()\))

ng+1° no’

Puisque wn, # wy,, les ensembles fu, xfus - -« fung A(U(A)) €t fur xfugn - fur, A(U(A))
sont des ensembles fermés disjoints. Par conséquent, lim,, oo fo), (20) 7 lim, oo fur), (20),
d’ou l'injectivité de ).

I nous faut maintenant montrer que la fonction A\ — 7y (w) est holomorphe pour
tout w € I°°. Choisissons zy € C et soit F,, := {\ — f,,.a(20) : n € N}. Par hypothese,
la fonction A — f,, A(20) est holomorphe pour toute valeur de n € N. D’autre part,
d’apres la définition 2.3, ces fonctions sont uniformément bornées. Selon le théoreme
de Montel, F,, est une famille normale. De plus, puisque lim, .. fo,.2(20) existe, la
convergence est uniforme sur tous les sous-ensembles compacts de A. Par conséquent,
A = limy, oo ful,1(20) est holomorphe quel que soit w € I*°.

Pour montrer que ce mouvement est compatible avec Sy, il suffit d’observer que

Dy (fing(mrg (W) = Pa(my, (iw)) = ma(iw) = fin(ma(w)) = fir(Pa(mr,(w)))-

Ainsi, & constitue un mouvement holomorphe de J(\g) compatible avec Sy. D’apres le

théoreme 4.3, on peut prolonger ® sur A x J()g), de telle sorte que ce prolongement
est un mouvement holomorphe de A(\g) compatible avec Si. |

Corollaire 5.1. Soit Sy une famille holomorphe finie d’IFS, et soit \g € A. Supposons
que Sy, satisfait la condition COSC. Alors il existe un voisinage Ao de g tel que J(Ny),
qui coincide avec A(Ng), décrit un mouvement holomorphe compatible avec Sy, .

Preuve. Tout d’abord, puisque || < oo, S, satisfait la condition COSC si et seule-
ment si

fio (A(X0)) N fing (A(Xo)) = O

pour tout 7,7 € I,i # j. En effet, le lemme [5.1 montre que si la condition COSC est
satisfaite, alors f; x, (A(Xo)) N fixe (A(No)) = O pour tout 4,5 € 1,7 # j. Pour montrer
la réciproque, posons

€= %min dist (fin (A(N0)), fine (A(Xo)))
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ol le minimum est pris sur tous les ¢, j € I, 7 # j. Puisque les f; 5, sont des contractions,
cela entraine que A.(\g) = {z € C : d(z, A(N\g)) < €} est un ouvert qui réalise la
condition COSC pour S),.

En second lieu, comme |I| < oo, le fait que f;x, (A(Ao)) N fix (A(No)) =D sii#j
nous assure de l'existence d’un § > 0 vérifiant

B(fixo(A(N)), ) N B(fjx(A(N0)),6) = O (5.3)
pour tout ¢,7 € I, i # 7. Considérons maintenant Uy, un voisinage de g tel que
sup | fia(2) = fino (2)] < (1 = C(Xo))d (5.4)
ZEA()\Q)

pour tout i € I et tout A € Uy. Montrons que f; \(B(A(Xo),9)) C B(A(X),0) si A € Up.
Soit z € B(A(\y), ). Alors il existe 2’ € A(Xg) tel que |z — 2’| < §. Pour chaque A € U,
on doit montrer que f; x(z) € B(A(\o),0), ce qui sera fait si on parvient a montrer que
|fir(2) = firo(2')] < & pour tout A € Up. Soit A € Uy. En vertu de 5.4 et de 'inégalité
triangulaire, on obtient que

[fin(2) = fine N1 < 1fin(2) = fiaED)] + 1fin(Z) = fino ()]
< Gz =2+ (1= C(X))d
< Co)lz =2+ (1= C(X))d
< C(A)d+ (1= C(X))d

= 0.
On doit maintenant trouver un voisinage V4 de Ay, tel que pour tout A € V),
fix (B(A(X), ) N fix (B(A(Xo),9)) = O (5.5)

pour tout ¢,j € 1,7 # j. Posons

e::%mindist(fim (B (A(X),0)) , i (B (A(N0),9))) ,

ot le minimum est pris sur tous les i, j € I,4 # j. Puisque B (A()\g),d) est un ensemble
compact, il est possible de trouver un ensemble fini £, = {z1, 22, ..., 2, }, tel que pour
chaque z € B (A()\g),9), il existe z;, € E, vérifiant |z — 2| < e.

Soit 2z, € E et soit ¢ € I. On définit un voisinage de A\ de la facon suivante :

Vie :={A € A [fin(z) = fino(2u)| <€}

Puisque |E | < 0o et que |I]| < oo, 'ouvert

() Vik

i€l
k<|E|
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constitue aussi un voisinage de Ag. Pour toute valeur de A € Vj, 'équation 5.5/ est
vérifiée. En effet, quel que soit z € B (A()\g),d), on peut toujours trouver un z € E.
qui vérifie |z — zx| < €. Par conséquent,

[fin(2) = fine ()l < 1fin(2) = fia(ze) + [fia(zk) = firo(26)]
< lz—z|+e
< 2e.

Comme ces estimés sont indépendants du choix de i, il suit que

dist (fir (B(A),9)) . fia (B(A(X),8))) > e.

Cela démontre ainsi que ’équation [5.5/ est satisfaite.

En posant Ay = Uy NV}, on s’assure que pour tout A € Ag, Pouvert B(A(\g),0)
réalise la condition COSC pour I'TF'S S,. Le théoreme 5.1 nous permet alors de conclure
de I'existence d’'un mouvement holomorphe compatible avec la famille ’'TFS Sy,. W

Comme on peut le voir, le corollaire 5.1 s’applique seulement dans une situation
ou la famille d’TFS est finie. Il y a une raison pour cela; dans le cas ou |I| = oo, la
condition COSC n’est pas toujours préservée, méme pour une petite variation de .
Voici un exemple qui illustre ce phénomene.

Exemple 5.2. On définit Sy = {f,, : n € N}, ou

Foy = Qn(nﬂ)z + si n est pair,
" gn(nH)Z + =5 si n est impair.

En posant A = C, cela fait de S une famille holomorphe d’IFS. D’autre part, si
on fixe \p = 1, on vérifie que U = {z € C: 0 < R(2) < let —1 < F(2) < 1} est
un ouvert réalisant la condition COSC pour S, (voir la figure 5.2). Cependant, nous
allons voir qu’il n’existe pas de voisinage Ay de Ay pour lequel la condition COSC est
satisfaite pour chaque Sy avec A € Ay. Pour ce faire, nous allons construire une suite
(An) qui tend vers 1 et pour laquelle on peut trouver une sous-suite (A, ) telle que Sy,
ne satisfait jamais la condition COSC.

Définissons d’abord la suite (\,) en posant

_n+1
"4 2
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__________

—1

F1a. 5.2 — Trois images de 'ouvert U réalisant la condition COSC

%)
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Si n est impair, on constate que

A1
n+1 n+2

fn,)\n (0) =

Si n est impair, n + 1 sera pair, et par conséquent,

1

frrir, (0) = N

D’autre part, nous avons que 0 € A(A) pour tout A € C. En effet, en posant w = 222. . .,
on constate que my(w) = lim, oo fu),, (1) = 0. En particulier, 0 appartient a A(\,,) pour
chaque n impair. Puisque nous avons que f,11.,(0) = fa,(0) lorsque n est impair,
cela entraine que

S (AAR)) O frgin, (A(N)) # O

si n est impair. Or, d’apres le lemme 5.1, si Sy satisfait la condition COSC, on doit
nécessairement avoir que

fira (AA)) N fin (AN)) =0

pour tout 7,5 € N, 7 #£ j. Ainsi, la condition COSC ne peut étre vérifiée pour aucun \,
avec n impair. Cela illustre donc bien la sensibilité de la condition COSC.

5.3 Mouvement holomorphe et condition OSC

Dans cette section, nous allons considérer une situation plus générale que dans
la précédente. En effet, on s’intéressera ici aux IFS qui vérifient la condition OSC.
Rappelons que si un IFS satisfait la condition COSC, il en sera de méme pour la
condition OSC. Présentons d’abord deux définitions qui seront utiles dans le présent
chapitre.

Définition 5.2. Soit S, un IFS d’alphabet I. L’ensemble des points périodiques de S\,
noté Per(\), est défini par

Per(A\) ={z € C:Jw e I" tel que f,\(2) = z}.

Définition 5.3. Soit I un alphabet et s = s155...5)5,t = t1la.. .t} avec |s| > |t], deux
éléments de I*. On dira que s et t sont comparables, si s; = t; pour tout ¢ € {1,2,....|t|}.

Lorsque deux mots ne sont pas comparables, on dira simplement qu’ils sont incom-
parables. Comme le traduit la définition 5.3, deux mots sont comparables si I'un des
mots constitue le début de I'autre mot.
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Théoreme 5.2. Soit Sy une famille holomorphe d’IFS d’alphabet I paramétrisée par
A et g, et qui satisfait les hypothéses suivantes :

1. Sy est formé de contractions injectives pour tout A € A ;

2. Les fonctions {(\, z) — fix(2)}ier sont holomorphes en deuz variables;

3. Pour chaque \ € A, il existe un ouvert U(\) réalisant la condition OSC pour Sy ;
4.

Il eziste une fonction holomorphe g : A — C telle que g(\) € U(X) \ Per(\) pour
tout A € A.

Alors J(Xo) et A(No) décrivent un mouvement holomorphe compatible avec Sy .

Preuve. Pour chaque A\ € A on définit I’ensemble

E) == {furlg(N) rwe I},
Définissons aussi la fonction

D:AxE(N) — C
()\,fw,xo(g(/\o))) = fw,A(g(A»

Nous allons montrer que ® est un mouvement holomorphe de 'ensemble E()g). Mon-
trons en premier lieu que ® est bien défini. On doit vérifier que f;s x,(9(Xo)) = fir,(9(Ao))
si et seulement si s = ¢t. Remarquons d’abord que f;x,(9(Xo)) = fir(9( X)) si s =t
Montrons maintenant que si s # ¢, alors f; x,(9(Xo)) # fi (9(Xo))-

19" cas : s et t sont incomparables.

Supposons que s = 5183 ... 5|5 et que t = £yt ... 1. Comme s et ¢ sont incomparables, il
existe un plus petit n tel que s, # t,,. Puisque U()¢) réalise la condition OSC pour Sy,
il suit que f;,(U(Xo)) C U(No) V @ € I. Ainsi, comme g(X\g) € U(X\g) par hypothese,
nous avons que

fsnsn+1m8\s\,>\0<g()‘0)) S U()‘O) et ftntn+l~~-t|t|7>\0 (g(/\())) < U<>‘0)

Comme l'ouvert U()g) réalise la condition OSC pour S),, cela entraine aussi que
FireU(X0)) N fing(U(Xg)) = O pour tout i,j € 1,7 # j. Ainsi, comme s,, # t,, cela im-
plique que fs, s, 1.5, (9(A0)) # fratnir.tjy00(9(A0)). Finalement, puisque la fonction
Jolneiho = filn_1no €8t injective, on conclut que fs 1, (9(Xo)) 7 [ (9(Xo))-

2¢ cas : s ett sont comparables.

Sans perte de généralité, supposons que c’est ¢ qui est le début du mot s. Ainsi, il existe
s e I\ {0} tel que s = ts'. Par hypothese, g(A\g) ¢ Per(\o). Nous avons donc que
fsrr0(9(X0)) # g(Xo). Linjectivité de f; , entraine finalement que

Fsno(9(N0)) = frorna(9(X0)) = fino (forno(9(X0))) # fino(9(Xo))-
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Nous venons de montrer que fs,(9(Ao)) = fir(9(Ao)) <= s =t. Cependant, le
choix de \y € A n’a aucune importance dans la preuve. Pour cette raison, quel que soit
A € A nous avons que f;x(g(N)) = fir(g(A)) <= s =1t. Cette remarque nous permet
de montrer I'injectivité des fonctions ®, : E(\g) — C. En effet, @, sera injective si et
seulement si f;x(g(A) # fia(g(A)) lorsque fsx,(9(Xo)) # fin(9(Mo)). Or, nous avons
que

Fsro(9(X0)) # firo(9(N0)) = s#t = foalg(N) # fialg(N)).

Cela démontre 'injectivité de ®,.

D’autre part, le fait que la fonction g : A — C soit holomorphe par hypothese et
le fait que les contractions f; () soient holomorphes en z, entrainent que la fonction
A= Dy (fur(9(Ao))) est holomorphe sur A pour tout w € I*. Finalement, on observe
que @,, = id.

D’apres le théoreme 4.3, on peut prolonger le mouvement holomorphe ® a E(\o).
Montrons maintenant que A(\g) C E()\g). En effet, soit z = f,,1,(9(Xo)) € E(Xg). Nous
avons que fix,(2) = fixe(foro(9(N0))) = fiwro(9(X0)) € E(XNg) Vi € I. Par conséquent,

User fino (E (X)) € E(Ao),

et donc

Fx(E(M)) = Uier fi(E(N)) € E(Mo).

Par définition de l'attracteur, cela entraine que A(\g) C F()¢). Montrons maintenant

que P est un mouvement compatible avec Sy. Soit A € A. Pour tout ¢ € I et pour tout
w € I, nous avons que

D (fio (oo (90))) = r(fiunra (9(00)))
= fualg)
= fir(forlgV)
= fi,/\(q)A(fw,/\o(g(/\O)))>a

et donc le mouvement est compatible avec Sy sur E()g). Comme nous l’avons mentionné

a la remarque 5.1, le prolongé de ® demeure compatible avec Sy sur E(\g).

Vérifions maintenant que ® est un mouvement holomorphe de A(\g). Il nous reste
a montrer que ®,(A(Xg)) = A(N). Soit w € I*°. On observe que

OA(may (@) = @ (m foy,00(900)))
= lim @, (fulro(9(N0)))
= i oY)
= m(w).
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Ainsi, ®)(J(Ng)) = J(A), et par conséquent, ®)(A(Ny)) = A(N). Cela termine la
démonstration du théoreme 5.2, [

Corollaire 5.2. Soit Sy une famille holomorphe d’IFS d’alphabet I paramétrisée par
A et N\, et qui satisfait les hypothéses suivantes :

1. Sy est formé de contractions injectives pour tout A € A ;

2. Les fonctions {(\, z) — fix(2)}ier sont holomorphes en deux variables ;

3. Pour chaque \ € A, il existe un ouvert U(\) réalisant la condition OSC pour Sy ;
4

. 1l existe une fonction holomorphe g : A — C telle que g(\g) € U(X) \ A(No), et
g(A) € U(X) pour tout A € A.

Alors il existe un voisinage Ny de Ny tel que J(Ng) et A(Xo) décrivent un mouvement
holomorphe compatible avec Sy, .

Preuve. Puisque g(\g) ¢ A(\o), on peut trouver un voisinage Ay de Ag tel que pour
tout A € Ay, g(A) ¢ A(N). En effet, cela découle de la continuité de g et de I'applica-
tion A — A(A). Montrons maintenant que Per(\) C A()). Soit z € Per(A). Il existe
donc w € I* tel que f,\(2) = 2. Posons @ = www... et k = |w|. Ainsi, fg, a(2) = 2
pour tout j € N. D’apres un résultat du chapitre 2, m\(W) = lim, . fz),, 1(2) existe.
Puisque la suite ( fmkj(z))jeN est une sous-suite de ( fmn(z))neN qui converge vers z,
il suit que m\(w) = z. Par conséquent, z € J(A) C A(\), d’'ou Per(A) C A()N). Cette
observation et la quatrieme hypothese entrainent que quelle que soit la valeur A € A,
g(A) € UN) \ A(N) € U(A) \ Per(A). Le théoreme 5.2/ nous permet maintenant de
conclure. |

A I’exemple 5.1, nous avons étudié le mouvement holomorphe de I'attracteur d’une
famille holomorphe d’IFS S,. Rappelons que cette famille était formée des contractions

fial)=kz,  faalz)=kzmh et far(z)=(1—k)z+F,

ou0<k<1/2et k<m <1-—k. Nous avons vu qu'en choisissant A = H et \g = 1,
I'attracteur de cette famille décrivait un mouvement holomorphe compatible avec Sy.
Cependant, si on choisissait Ay € R, on a vu qu’il était impossible de trouver un ouvert
A, contenant \g, pour lequel 'attracteur de S, décrivait un mouvement holomorphe
paramétrisé par I’ensemble A.

Pour cet exemple, I'existence d’'un mouvement holomorphe de I'attracteur A(\g) va
de pair avec la satisfaction de la condition OSC pour I'IFS S),. En effet, si A\ € H, un
calcul direct montre que l'intérieur du triangle dont les sommets sont 0,1 et mAy/(1—k)
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est un ouvert qui réalise la condition OSC pour S),. Cependant, si \g € R, la condition
OSC n’est pas satisfaite.

Afin de montrer que S, ne satisfait pas la condition OSC dans le cas ou Ay € R,
remarquons en premier lieu que les éléments qui composent Sy, sont des similitudes.
Le théoreme 2.3/ nous permet donc d’affirmer que si la condition OSC est vérifiée, alors
dimg A(XNg) = s, ou s satisfait

3
D le(ho) = 1.
=1

Si Sy, satisfaisait la condition OSC, s vérifierait
2+ (1 - k) =1,

olt s = dimg A()\). Puisque 2k* + (1 — k)! = 1+ %k > 1, il suit que s > 1. Cependant,
en remarquant que mMy/(1 — k) est le point fixe de fs ), et que

S ([0,1]) U f35, ([0, 1]) = [0, 1],

on peut vérifier facilement que

. . m/\() m)\o
A(Ng) = {mln {O, - k} ,max{l, - k}] .

Or, si E est un intervalle de la forme [a, b] avec a < b, on a que 0 < H'(E) < co. Par
conséquent, dimy A(Ag) = 1. Cela entraine donc que S, ne peut satisfaire la condition
OSC si \g € R.

Exemple 5.3. Nous nous proposons ici de donner un exemple d’une famille holomorphe
d’'IFS paramétrisée par A C C dont I'attracteur A(\) et 'ensemble limite J(A) décrivent
un mouvement holomorphe qui respecte la dynamique, mais ou la condition OSC n’est
pas vérifiée quel que soit A € A.

Soient Sy := {fi, for} et A =D(1, ). On définit les f; \ de la facon suivante :

Az A2 z 2\
f17)\<2) :——i-)\—— et f27,\(2) :§—|—?.

Ainsi, si ¢;(\) est le rapport de contraction pour f; , nous avons que

A 1
C1 (/\) = ’—2| =

On considere la famille d’IFS Sy := {S) : A € A}. Puisque A est le disque ouvert de
rayon % centré en z = 1, il suit que % < Al < % pour tout A € A. Par conséquent, les
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éléments de S\ sont des contractions dont le rapport est inférieur a %. Cela fait de Sy
une famille finie de contractions injectives. De plus, les fonctions {(\, z) — fix(2) }ier

sont holomorphes en deux variables. Nous avons donc bien une famille holomorphe
d’TF'S.

Choisissons Ay = 1 € A et montrons que A(\g) et J(\g) décrivent un mouvement
holomorphe paramétrisé par A qui respecte la dynamique. Remarquons que puisque les
éléments de Sy, sont des contractions fixant Ao, on a que A(Ag) = J(Ao) = { Mo}

Montrons maintenant que la fonction

d:AXA(N) — C
(N z) — Az

est un mouvement holomorphe qui est compatible avec S,. D’abord, on constate que
pour chaque A € A, la fonction ®(A,-) : A(Ag) — C est injective. Cela découle du fait
que |A(Xo)| = 1. D’autre part, ®(\g, ) = ®(1,:) = 2.

On doit aussi montrer que pour tout zp € A(\g), la fonction ®(-,2p) : A — C est
holomorphe. Comme ) est le seul élément de A()\g), il nous faut montrer que ®(-, \o)
est holomorphe. Mais puisque ®(-, \g) = AA = A est holomorphe, la condition est donc
vérifiée. Ainsi, ® est bien un mouvement holomorphe de A(\y).

Il faut finalement s’assurer que ce mouvement holomorphe est compatible avec Sy.
Ainsi, nous devons montrer que

(A, fino(2)) = fia(®(A, 2))

pour tout z € A(Xg), i € I et A € A. Mais comme A(\g) = {1}, cela revient & montrer
que

(X, fine (1)) = fia(®(A, 1))
pour tout i € I et A € A. Cependant, nous avons que f; \(A\) = A pour tout i € I et
pour tout A € A. De méme, ®(\, 1) = A pour tout A € A. Cela nous permet de conclure
que ® respecte la dynamique de Sy.

Terminons cet exemple en démontrant que Sy ne satisfait pas la condition OSC pour
tout A € A, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’ouvert U(\) C C tel que

L fiaU) N fa(UN) = O'sii# A € A

2. fia(UN) CUWN)siiel, Ae A
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Le théoreme 2.3 nous affirme que la dimension de Hausdorff et la dimension de
similarité de 'attracteur d’un IFS doivent étre les mémes dans le cas ou I'IFS satis-
fait la condition OSC et est formé d’un nombre fini de similitudes. Or, pour chaque
A € A, Pattracteur de Sy est I'ensemble {\}, dont la dimension de Hausdorff est zéro.
Cependant, la dimension de similarité de I'TF'S S est différente de zéro. En fait, celle-ci
correspond a la valeur de s dans 1’équation

AR
2 ==
(2) 7

Ainsi, S ne peut satisfaire la condition OSC, peu importe la valeur de \ € A.

Remarquons que si on avait posé V(A z) = %z et choisi \g = % comme point de
base, alors ¥ aurait aussi fait ’affaire comme mouvement holomorphe compatible avec

la dynamique. Ainsi, un tel mouvement holomorphe n’est pas toujours unique.

Dans ce chapitre, certains exemples nous ont permis de constater que ce n’est pas
dans tous les cas que 'attracteur d’une famille holomorphe d’IFS admet un mouvement
holomorphe. Or, il se trouve qu'un mouvement holomorphe est un cas particulier de
multifonction analytique. Ces dernieres s’averent plus appropriées pour caractériser le
comportement de I’attracteur d’une famille holomorphe d’IFS. En effet, dans leur article
(voir [4]), L. Baribeau et M. Roy montrent que I'attracteur d’une famille holomorphe
d’TF'S est toujours une multifonction analytique.
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Conclusion

Bien que la notion de mouvement holomorphe soit assez récente, elle s’integre bien
a plusieurs branches de ’analyse complexe. Que ce soit pour faire ’étude des groupes
de Klein ou bien des fonctions rationnelles, les mouvements holomorphes permettent
d’obtenir une interprétation plus géométrique de certains ensembles, lorsqu’on fait varier
les parametres qui définissent ceux-ci.

En ce qui nous concerne, les ensembles dont on voulait examiner le comportement
étaient des attracteurs de systemes de fonctions itérées. Nous avons vu que ceux-ci ne
décrivaient pas toujours un mouvement holomorphe. Cela nous a amené a déterminer
certaines conditions que doivent satisfaire les systemes de fonctions itérées, pour étre
assurés de 'existence d’un mouvement holomorphe de leur attracteur. Dans leur article
(voir [4]), L. Baribeau et M. Roy montrent que les multifonctions analytiques décrivent
mieux le comportement de 'attracteur d’un IFS.

Au cours de ma derniére année de maitrise, j’ai essayé d’obtenir une réciproque au
théoreme 5.2. Je voulais adapter la démonstration d'un résultat analogue, qui concerne
I'existence d'un mouvement holomorphe d'un ensemble important qui intervient dans
I'étude des familles de fonctions rationnelles (voir [24]). Le résultat en question est
basé sur le A-lemme harmonique, énoncé a la fin du chapitre 4. 11 s’avere que les
démonstrations de ces théoremes reposent sur des résultats avancés concernant les sur-
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faces de Riemann. On réfere entre autre a la notion d’espace de Teichmiiller (voir [14]),
qui est en quelque sorte un espace topologique dont les éléments sont des surfaces de
Riemann quasi-conformément équivalentes. Une étude approfondie de ce sujet aurait
certainement été d’'une trop grande ampleur pour ce mémoire.

En terminant, mentionnons que des résultats concernant les mouvements holo-
morphes ont été utilisés pour obtenir de nouvelles preuves de certains théoremes impor-
tants en dynamique complexe. C’est ainsi que Y. Jiang a récemment donné une nouvelle
preuve des théoremes de Konig et Botthcher en se servant du théoreme de Stodkowski
(voir [17]). Ces derniers avaient été obtenus en 1904 et en 1884 respectivement. Il ne
serait donc pas surprenant qu’en se servant des résultats concernant les mouvements
holomorphes, on puisse obtenir d’autres preuves des théoremes de I'analyse complexe.
Peut-étre méme que de nouveaux résultats seront obtenus par ces méthodes.



Bibliographie

1]

L. V. Ahlfors, Complex Analysis, Second Edition, International Student Edition,
McGraw-Hill & Kogakusha, 1966.

L. V. Ahlfors, Lectures on Quasiconformal Mappings, D. Van Nostrand Company
Inc., 1966.

K. Astala et G. J. Martin, Holomorphic Motions, Papers on Analysis, Rep. Univ.
Jyvaskla Dep. Math. Stat., No 83 (2001) p. 27 — 40.

L. Baribeau et M. Roy, Analytic Multifunctions, Holomorphic Motions and Haus-
dorff Dimension in IFSs, Monatshefte fiir Mathematik, Vol. 147, No. 3 (2006), p.
199 — 217.

L. Bers et H. L. Royden, Holomorphic Families of Injections, Acta Math., No. 157
(1986), p. 259 — 286.

B. Bollobas, Linear Analysis, an Introductory Course, Second Edition, Cambridge
Mathematical Textbooks, Cambridge University Press, 1999.

M. F. Barnsley, Fractals Everywhere, Second Edition, Academic Press, 1993.

A. Beardon, The Geometry of Discrete Groups, Graduate Texts in Mathematics,
Springer-Verlag, New York, Berlin, 1983.

A. Douady, Prolongement de Mouvements Holomorphes, Séminaires Bourbaki, 46°
année, 1993-1994, p. 7 — 20.



BIBLIOGRAPHIE 66

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

[23]

[24]

C. J. Earle et 1. Kra, On Holomorphic Mappings Between Teichmailler Spaces,
Contributions to Analysis, Academic Press, New York (1974), p. 107 — 124.

K. Falconer, Fractal Geometry : Mathematical Foundations and Applications, John

Wiley & Sons, 1990.

F. Forstneric, Polynomial Hulls of Sets Fibered Over the Circle, Indiana University
Mathematics Journal, Vol. 37, 1988, p. 869 — 889.

H. Federer, Geometric Measure Theory, Springer-Verlag, New York, 1969.

F. P. Gardiner et N. Lakic, Quasiconformal Teichmuller Theory, Mathematical
Surveys and Monographs, Vol.76, 2000.

R. E. Greene et S. G. Krantz, Function Theory of One Complex Variable, Graduate
Studies in Mathematics, American Mathematical Society, Vol. 40, 2002.

J. E. Hutchinson, Fractals and Self Similarity, Indiana University Mathematics
Journal, Vol. 30, No. 5 (1981), p. 713 — 747.

Y. Jiang, Holomorphic Motions and Normal Forms in Complex Analysis, eprint
http://arxiv.org/pdf/math.DS/0508288, page consultée le 26 octobre 2006.

S. G. Krantz, Complex Analysis : The Geometric Viewpoint, Second Edition,
The Carus Mathematical Monographs, The Mathematical Association of America,
2004.

J. G. Krzyz, Lectures on Quasiconformal Mappings, Notes provenant d’un cours
donné a I’Université de Montréal a I’automne 1984.

O. Lehto, Univalent Functions and Teichmiiller Spaces, Graduate Texts in Mathe-
matics, Springer-Verlag, 1987.

O. Lehto et K. I. Virtanen, Quasiconformal Mappings in the Plane, Springer-
Verlag, 1973.

Vlad Markovic, Quasiconformal Maps, Notes provenant d’un cours donné a 1I’Uni-
versité de Warwick au printemps 2003,
http://www.maths.warwick.ac.uk/~fletcher/qcmaps.pdf, page consultée le
26 octobre 2006.

R. Mané, P. Sad et D. Sullivan, On the Dynamics of Rational Maps, Ann. Sci.
Ecole Norm. Sup. Vol. 16, No. 2 (1983), p. 193 — 217.

C. T. McMullen et Denis P. Sullivan, Quasiconformal Homeomorphisms and Dy-
namics I11 : The Dynamics of Rational Maps, Advances in Math., Vol. 135, No. 2
(1998), p. 351 — 395.


http://arxiv.org/pdf/math.DS/0508288�
http://www.maths.warwick.ac.uk/~fletcher/qcmaps.pdf�

BIBLIOGRAPHIE 67

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[32]

[33]

P. A. P. Moran, Additive Functions of Intervals and Hausdorff Measure, Proc.
Camb. Phil. Soc., Vol. 42 (1946), p. 15 — 23.

A. Mori, On Quasiconformality and Pseudo-Analyticity, Trans. Amer. Math. Soc.,
Vol. 84 (1957), p. 56 — 77.

A. Schief, Separation Properties for Self-Similar Sets, Proc. Amer. Math. Soc., Vol
122, No. 1 (1994), p. 111 — 115.

R. A. Silverman, Complex Analysis with Applications, Dover Publications Inc, 1974.

7. Stodkowski, Holomorphic Motions and Polynomial Hulls, Proc. Amer. Math.
Soc, Vol. 111, No. 11 (1991), p. 347 — 355.

A L énirel’man, The Degree of a Quasiruled Mapping and the Nonlinear Hibert
Problem, Mat. Sb. (N.S.), Vol. 89, No. 131 (1972), p. 366 — 389.

K. Strebel, On the Mazimal Dilatation of Quasiconformal Mappings, Proc. Amer.
Math. Soc., Vol. 6 (1955), p. 903 — 9009.

D. Sullivan et W. P. Thurston, Fxtending Holomorphic Motions, Acta Math., Vol.
157 (1986), p. 243 — 257.

T. Szarek et S. Wedrychowicz, The OSC does not imply the SOSC for Infinite
Iterated Function Systems, Proc. Amer. Math. Soc., Vol. 133, No. 2 (2005), p.
437 — 440.

E. W. Weisstein, Cantor Function, From MathWorld - A Wolfram Web Resource,
http://mathworld.wolfram.com/CantorFunction.html, page consultée le 26 oc-
tobre 2006.


http://mathworld.wolfram.com/CantorFunction.html�

Notation

M(Q(Zh 22, 23, Z4))
Ky

Hy

X(Zla 22y %3, 24)

223

Per(A)
Bla,r)

Le demi-plan supérieur.

Le disque unité ouvert.

Le disque unité fermé.

Le disque ouvert de rayon r centré en a.
La fonction de codage évaluée en w.

Le rapport de contraction de f,,.

Les mots de longueur n formés de I'alphabet [.
Les mots finis formés a de ’alphabet I.
Les mots infinis formés de ’alphabet 1.

La métrique de Hausdorff.

L’ensemble des compacts non-vides de X.
La s-mesure de Hausdorff.

La dimension de Hausdorff de I’ensemble E.
Le jacobien de la transformation f.

Le quotient de dilatation de f.

Le module du quadrilatere Q(z1, 22, 23, 24)
La dilatation maximale de f.

La distortion circulaire de f.

Le produit croisé de z1, 2o, 23 et z4.

La métrique hyperbolique sur C \ {0,1, 00}
La dilatation complexe de f.

L’ensemble des points périodiques de Sj.
La boule ouverte de rayon r centré en a.



